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Einleitung

Der Beginn aller Wissenschaften
ist das Erstaunen, dass die
Dinge sind, wie sie sind.

Aristoteles

Viele Zeitplanungsprobleme haben gemeinsam, dass mehrere Dinge sich
nicht zeitlich tiberschneiden diirfen: Maschinen konnen unterschiedliche Werk-
stiicke nur nacheinander bearbeiten, und in einem Raum konnen nicht mehrere
Veranstaltungen gleichzeitig stattfinden. Bei der mathematischen Modellierung
wird das Bearbeiten eines Werkstiicks ebenso wie das Abhalten einer Veran-
staltung als Aktivitit betrachtet. Eine Menge solcher Aktivititen benotigt dann
dieselbe Ressource — eine Maschine oder einen Raum. Da stets nur eine Aktivitit
gleichzeitig auf eine der hier betrachteten Ressourcen zugreifen kann, werden
sie auch als exklusive Ressourcen bezeichnet.

Die Tatsache, dass eine Menge von Aktivitidten tiberlappungsfrei geplant
werden muss, kann als eine Einschrankung (englisch constraint) fiir die Losungs-
suche aufgefasst werden. Die Constraint-Programmierung geht genau diesen
Weg und bietet einen Rahmen zum Formulieren und Loésen von unterschied-
lichsten Problemen. Dabei werden die in den Einschrankungen enthaltenen
Informationen genutzt, um den Suchraum einzuschranken und so das Finden
von Losungen zu beschleunigen.

Haufig hdngt es von externen Faktoren ab, ob eine Aktivitdt tatsdachlich not-
wendig ist und in einer Losung enthalten sein muss — so kann fiir Werkstiick
eine Auswahl zwischen verschiedenen Maschinen bestehen. Die Aktivitidten, die
die Bearbeitung dieses Werkstiicks auf den einzelnen Maschinen beschreiben,
sind dann optional und es muss jeweils eine von ihnen ausgewihlt werden.
Damit dies mit den Mitteln der Constraint-Programmierung effizient geschehen
kann, miissen die verwendeten Verfahren erweitert werden. Ein grofSer Schritt
in diese Richtung wurde von Vilim, Bartdk und Cepek [VBCO4] unternom-
men, jedoch blieb ein zentrales Verfahren bisher unberticksichtigt: Es ist noch
kein effizienter Edgefinding-Algorithmus bekannt, der Einschrankungen aus
optionalen Aktivitdten ableiten kann.
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Einleitung

Da Edgefinding einer der erfolgreichsten Ansitze zur Suchraumeinschran-
kung an exklusiven Ressourcen ist, ist es das Ziel dieser Diplomarbeit, einen
entsprechenden Algorithmus zu entwickeln, der bei einer moglichst geringen
Laufzeit moglichst viele Einschrankungen finden soll.

Dies schldgt sich auch im Aufbau dieser Arbeit nieder: In Kapitel 1 werden
mit einer Einfithrung in die Constraint-Programmierung die Grundlagen fiir
die Behandlung des Problems gelegt. Anschlieffend wird in Kapitel 2 speziell
auf die constraintbasierte Zeitplanung eingegangen, wobei der Schwerpunkt
auf den bereits erwidhnten exklusiven Ressourcen liegt, fiir die auch die am wei-
testen verbreiteten Verfahren zur Suchraumeinschrankung vorgestellt werden.
Aufierdem wird diskutiert, welche Auswirkungen die Existenz von optionalen
Aktivitaten auf diese Algorithmen hat.

In Kapitel 3 wird dann der neue Edgefinding-Algorithmus vorgestellt. Um
ihn zu formulieren, miissen zundchst einige Verfahren zur Berechnung der frii-
hesten Fertigstellungszeit unterschiedlicher Mengen von Aktivitdten entwickelt
werden. AnschliefSend wird der Algorithmus auf Eigenschaften wie Korrektheit,
Laufzeit und Optimalitdt untersucht.

Nach diesen theoretischen Ergebnissen wird der neue Algorithmus in Kapi-
tel 4 anhand von einigen in der Literatur bekannten Standardproblemen mit
anderen Edgefinding-Algorithmen verglichen, wobei der Fokus auf die Laufzeit
und die Anzahl der gefundenen Einschrankungen gelegt wird.
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1. Constraint-Programmierung

Was du auch tust, handle klug
und wahre die Grenzen!

Solon, griechischer Lyriker und
Politiker

Ein zentrales Anliegen der Informatik ist das Losen von Problemen: Alltagli-
che Aufgabenstellungen sollen mithilfe von Computern gelost werden. Dazu
muss (a) eine mathematische Formalisierung gefunden und (b) die formalisierte
Probleminstanz durch einen Algorithmus geldst werden.

Ein anschauliches Beispiel ist das Farben von Landkarten, wobei angrenzende
Flachen unterschiedliche Farben erhalten sollen und nur eine begrenzte Anzahl
von Farben zur Verfligung steht. Abbildung 1.1(a) zeigt eine Beispiel-Karte, die
bereits auf zuldssige Weise gefdrbt ist.

Zur Modellierung dieses Problems werden hdufig Graphen verwendet: Fla-
chen werden zu Knoten, die genau dann durch eine Kante verbunden werden,
wenn sie aneinandergrenzen. Der sich aus der Beispielkarte ergebende Graph
wird in Abbildung 1.1(b) gezeigt. In dem so erzeugten Graphen muss jedem

A e A,B,C,D,E €
{r,g,b,0},
B) A#B, A#£C,
/% 3LC BLD
B#C, B#D,
C C—— ™\ C+D, C+E
E @ 7 7
D+E
(a) Die zu farbende (b) Darstellung als Graph: (c) Beschreibung der
Landkarte, hier bereits Flachen werden zu moglichen Losungen mit
mit einer moglichen Knoten, Grenzen zu Variablen und
Losung Kanten Ungleichheiten

Abbildung 1.1: Das Farben von Landkarten mit verschiedenen Modellierungen
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Knoten eine Farbe zugeordnet werden, wobei zwei Knoten, die durch eine
Kante verbunden werden, nicht dieselbe Farbe haben diirfen. Dieses als Knoten-
firbung (englisch vertex coloring) bekannte Problem ist NP-vollstandig. Das gilt
auch im Fall von planaren Graphen, wie sie sich aus Landkarten ergeben [G]79,
Seite 191, Problem GT4]."

Es ist also sehr zeitaufwendig, Losungen fiir grofse Graphen beziehungsweise
Karten zu finden. Andererseits ist es sehr einfach, die moglichen Losungen
mathematisch zu beschreiben. Dies ist sogar ohne Verwendung von Graphen
moglich, indem jeder Fliche eine Variable mit dem Wertebereich der moglichen
Farben zugeordnet wird und die Ungleichheit der Variablen gefordert wird,
die benachbarten Flachen zugeordnet sind. Abbildung 1.1(c) zeigt das Ergebnis
dieser Modellierung fiir die Beispielkarte.

Die Constraint-Programmierung verfolgt als Vertreterin der deklarativen Pro-
grammierung genau diesen Ansatz: Ein Problem wird durch eine Menge von
Variablen beschrieben, denen jeweils eine Menge moglicher Werte zugeordnet
wird und die sogenannten Constraints (englisch fiir Einschrankung, Randbedin-
gung) unterliegen. Im vorgestellten Beispiel werden hierfiir nur Ungleichheiten
verwendet, es ist aber eine Vielzahl verschiedenartiger Constraints moglich. Ta-
belle 1.1 gibt eine Ubersicht iiber einige Constraints, die in der bei Fraunhofer
FIRST entwickelten Java-Bibliothek firstcs [HMS"03] implementiert sind.

Tabelle 1.1: Auswahl von in der Bibliothek firstcs implementierten Cons-

trainttypen
Constraint Beschreibung
NotEqual Zwei Variable diirfen nicht den gleichen Wert annehmen.
Less Die erste Variable muss einen kleineren Wert annehmen als die
zweite.
Product Drei Variable miissen die Gleichung a - b = c erfiillen.

WeightedSum  Die Variablen einer Liste werden nach Multiplikation mit
den ihnen zugeordneten konstanten Faktoren aufaddiert und
miissen einen festen Wert ergeben.

AllDifferent Eine Menge von Variablen muss paarweise unterschiedliche
Werte annehmen.

' Eine Ausnahme stellen planare Graphen dar, in denen zusétzlich von keinem Knoten mehr
als vier Kanten ausgehen: In diesem Fall ist eine Farbung mit der minimalen Anzahl von
Farben in Polynomialzeit moglich. Dies ist im Allgemeinen aber nicht der Fall: Deutschland
hat beispielsweise neun Nachbarldnder.



1.1. Syntax von Constraints

1.1. Syntax von Constraints

Um diese Vielfalt unterschiedlicher Constraints in einem einheitlichen mathe-
matischen Modell behandeln zu kénnen, wird auf die Pradikatenlogik zuriick-
gegriffen. Ziel ist, Constraints als spezielle logische Formeln aufzufassen. Dazu
sind zunéchst einige grundlegende Definitionen zur Syntax der Pradikatenlogik
notig:

Definition 1.1 (Logische Signatur?). Eine logische Signatur ist ein Tripel X =
(S,OP,R) aus

(a) einer nichtleeren Menge S von Sortensymbolen,

(b) einer Menge OP von Operationssymbolen; dabei ist jedem Operationssym-
bol f € OP eine Operationsdeklaration f: sq...s, — s zugeordnet, wobei
n € Nistund sy,...,s,,5 € S; fiir n = 0 heifst f Konstantensymbol, sonst
Funktionssymbol,

(c) einer Menge R von Relationssymbolen; jedem Relationssymbol r € R ist
eine Relationsdeklaration r : (s1...s,) zugeordnet, wobei n € N ist und
$1,...,8; € S.

Eine zu X passende Familie von Variablenmengen ist eine Familie X = (X;)ses

ausVariablenmengen X;.

Ausgehend von Signaturen konnen nun Terme, Formeln und Constraints
definiert werden:

Definition 1.2 (Terme3). Sei X = (S, OP, R) eine logische Signatur und X eine
dazu passende Familie von Variablen.
Die Menge Tss(X) der Terme zur Sorte s enthélt
(a) alle Variablen x € X, zur passenden Sorte
(b) alle Konstantensymbole ¢ € OP mit Deklaration c: — s
(c) zusammengesetzte Terme der Form f(fy,...,t,) fir alle f € OP mit Dekla-
ration f: s1...s, — s, falls die einzelnen ¢; jeweils Terme zur passenden
Sorte sind, also t1 € Tx, (X), ..., ty € Txs, (X).

Definition 1.3 (Atomare Formeln* und Constraints®). Sei X = (S,OP, R) eine
logische Signatur und X eine dazu passende Familie von Variablen.
e Die Menge AFormy(X) der atomaren Formeln enthélt
(a) Gleichungen der Form t; = t; zu allen Sorten s € S zwischen Termen
t1,ty € Txs(X) der gleichen Sorte,

2 Vgl. [EMG*o1, Definition 19.2.1].
3 Vgl. [EMG*o1, Definition 19.2.5].
4 Vgl. [EMG*o1, Definition 19.3.1].
5 Vgl. [HWoy, Definition 3.1].
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(b) Pridikationen der Form r(ty,...,t,) fiir alle r € R mit Deklaration
r i (s1...sy), falls die einzelnen t; jeweils Terme zur passenden
Sorte sind, also t1 € Tx, (X), ..., ta € Tx,, (X); fur einstellige
Relationssymbole ist auch die Suffixschreibweise t; , fiir zweistellige
die Infixschreibweise t; r t, zuldssig,
(c) das Verum T und das Falsum | als immer wahre bzw. immer falsche
Formel.
e Die Menge Cx(X) aller Constraints iiber X und X umfasst genau alle
atomaren Formeln.
e Die Menge vars(C) bezeichnet alle an einem Constraint C beteiligten
Variablen.

Bei dieser Definition ist zu beachten, dass noch keinerlei Aussage tiber die
Semantik von Sorten-, Funktions- und Relationssymbolen sowie von Variablen
gemacht wird: Bei deren Namen handelt es sich um einfache Zeichenketten. Um
dennoch bereits auf syntaktischer Ebene den Variablen konkrete Wertebereiche
zuordnen zu konnen, bedient man sich eines kleinen Tricks: Fiir jeden Wertebe-
reich W, der einer Variable x € X, zugewiesen werden soll, wird eine einstellige
Relation »€ W« mit Deklaration € W : (s) zu R hinzugefiigt. Zusammen mit
der Postfixnotation fiir Pradikationen ergibt sich dann die Formel x € W.

Wie das in Abbildung 1.1(a) auf Seite 1 vorgestellte Firbeproblem mit Con-
straints modelliert werden kann, wird in Abbildung 1.2 gezeigt. Bemerkenswert
ist dabei die Ahnlichkeit zwischen Abbildung 1.2(b) und Abbildung 1.1(c), die

sorts : value A €{r,g,b,0}, B e{r,gb,o},
opns : C €{r,g,b,0}, D €{r,gb,o},
rels : £ : (value value) E €{r,gb,0},
€{r, g b,0} : (value) A#B, A#C, A#D,
A+E, B#C, B#D,
vars: A,B,C,D,E : value C#D, C#E, D#E
(a) Signatur mit Sortensymbolen, (b) Constraints

Operationssymbolen, Relationssymbolen
sowie Variablen

Abbildung 1.2: Einfache Modellierung des Farbeproblems mit Constraints

6 Hofstedt und Wolf [HWo7] behandeln Gleichungen nicht explizit und fordern stattdessen bei
der Definition von Constraintsystemen, dass R fiir jede Sorte s € S ein Symbol = enthilt, das
in der zugehorigen Struktur als Kongruenzrelation interpretiert werden muss. Vgl. dazu die
Definitionen von Struktur (Seite 5) und Constraintsystem (Seite 6).



1.2. Semantik von Constraints

sich nur in notationellen Details unterscheiden. Dieser Effekt tritt sehr hdufig
auf, wenn ein Problem mit Constraints modelliert wird und fiihrt die Eleganz
deklarativer Programmierung eindrucksvoll vor Augen.

1.2. Semantik von Constraints

Constraints sind (wie logische Formeln) rein syntaktische Konstrukte, denen
erst noch eine Bedeutung zugewiesen werden muss. Dazu werden in der
Pradikatenlogik Strukturen verwendet:

Definition 1.4 (Struktur?). Sei £ = (S, OP, R) eine logische Signatur.
Eine Z-Struktur A = ((As)ses, (fa)seop, (ra)rer) ist ein Tripel von Familien
mit
(a) einer nichtleeren Triigermenge A fiir jede Sorte s € S,
(b) einer Funktion fa: As, X ... X A;, — As fiir jedes Operationssymbol
f € OP mit Deklaration f: sy ... s, — s (fiir Konstantensymbole ¢ € OP,
c: — s wird die nullstellige Funktion als Konstante c4 € A; notiert) und
(c) einer Relation r4 C Ag X ... X A, fiir jedes Relationssymbol » € R mit
Deklaration 7 : (51 ... sp).

Die Verbindung zwischen Syntax und Semantik wird durch Variablenbele-
gungen, Termauswertung und die Giiltigkeit von Formeln hergestellt:

Definition 1.5 (Variablenbelegung® und Termauswertung?). Seien eine logische
Signatur X = (S,OP, R), eine dazu passende Familie von Variablenmengen
X = (Xs)ses und eine X-Struktur A gegeben.

e Eine Variablenbelegung p: X — A, B = (Bs)ses ist eine Familie von Abbil-
dungen Bs: Xs — A, fiir jede Sorte s € S. Jeder Variable wird also in der
Struktur ein Wert aus der Tragermenge zur passenden Sorte zugeordnet.

e Die Termauswertung p*: Ts(X) — A erweitert den Definitionsbereich einer
Variablenbelegung 8 von einzelnen Variablen auf beliebige Terme. Sie ist
definiert als eine Familie f* = (B)secs von Abbildungen B;: Txs(X) —
As, die Termen der Sorte s ein Element der zugehorigen Tragermenge in
der Struktur A zuordnen:

- Bi(x) = Bs(x) fur alle Variablen x € X;

- Bi(c) = ca fir alle Konstantensymbole ¢ € OP mit Deklaration
c:—s

- Bi(f(tr, ... tn)) = fa(Bs, (t1), ..., Bs, (tn)) fiir alle Funktionssymbole
f € OP mit Deklaration f : 51 ... s, — s.

7 Vgl. [EMG*o1, Definition 19.2.3].
8 Vgl. [EMG*o1, Seite 336].
9 Vgl. [EMG*o1, Definition 19.2.5].
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Der Index zur Kennzeichnung der Sorte wird haufig weggelassen, wenn er sich
aus dem Kontext ergibt, sodass B(x) statt Bs(x) und p*(t) statt B%(¢) geschrieben
wird.

Ausgehend davon kann nun die Giiltigkeit von Formeln und Constraints
definiert werden:

Definition 1.6 (Giiltigkeit eines Constraints’®). Sei X = (S, OP, R) eine logische
Signatur, X = (X;)ses eine dazu passende Familie von Variablenmengen und
A eine X-Struktur.
e Ein Constraint C € Cx(X) wird unter einer Variablenbelegung f: X — A
bestiitigt, wenn (A, B) E C gilt, wobei die Relation = wie folgt definiert ist:

(A B)Ft=t & Br(t) = p*(t2)
(A,B)Er(ty,....tn) < (B (t),...,B(tn)) E7a
(ABET ist immer erftillt

(A B)E L ist nie erfiillt

e Ein Constraint C € Cx(X) heift giiltig in A, geschrieben A F C, wenn es
fiir alle Variablenbelegungen f: X — A bestatigt wird, also (A,B) F C
gilt.

Constraints werden folglich als Relationen interpretiert. Diese Relationen
schranken den Losungsraum ein, da fiir jede Losung alle Constraints giiltig
sein miissen. Auf diese Art werden mogliche Losungen sehr intuitiv durch
Constraints beschrieben.

Die pradikatenlogischen Grundlagen lassen sich nun zu Constraintsystemen
zusammenfassen:

Definition 1.7 (Constraintsystem). Ein Constraintsystem S = (X,X, A,CS) ist
ein Tupel aus

(a) einer logischen Signatur X = (S,OP, R),

(b) einer dazu passenden Familie von Variablenmengen X = (X;)ses,

(c) einer X-Struktur A und

(d) einer Menge CS von zulédssigen Constraints mit { T, L} C CS C Cx(X)."*

Es gibt zahlreiche unterschiedliche Constraintsysteme, die jeweils fiir unter-
schiedliche Arten von Problemen verwendet werden:

1°Vgl. die Giiltigkeit von Formeln [EMG*o1, Definition 19.4.1].

' Hofstedt und Wolf [HWo7, Definition 3.1] nehmen in das Tupel zusétzlich eine Theorie (also
eine Menge von giiltigen Formeln) auf. Diese Menge wird fiir Betrachtungen im Bereich der
constraint-logischen Programmierung (CLP) verwendet, ist aber fiir diese Arbeit nicht von
Interesse.
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Beispiel (Boolesche Gleichungen). Das vergleichsweise einfache Constraint-
system Sp = (X, X, Ap, CSp) ermoglicht das Losen boolescher Gleichungs-
systeme. Die Signatur X = ({bool}, {true, false, not,and}, @) setzt sich aus
den Konstantensymbolen true: — bool und false: — bool sowie den Funkti-
onssymbolen not: bool — und and: bool bool — bool zusammen. Da {A, —}
eine Junktorbasis ist [EMG™"o1, Seite 276], lassen sich alle aussagenlogischen
Formeln in einen logisch dquivalenten Term dieser Signatur tiberfithren. Die
Menge der Relationssymbole ist leer, da aufier der vordefinierten Gleichheit
keine weiteren Relationen benotigt werden. Die X-Struktur Ap interpretiert
die Signatur auf die naheliegende Weise durch Ap 0 = {0,1}, trues, =1,
falsea, = 0, noty,(x) = (x+1 mod 2) und anda,(x,y) = x-y. Es werden
alle formulierbaren Constraints zugelassen, also CS = Cx, (Xp)-

Trotz seiner Einfachheit ermoglicht dieses Constraintsystem das Formulie-
ren anspruchsvoller Probleme: Instanzen des NP-schweren [G]79, Seite 259]
Erfiillbarkeitsproblems fiir aussagenlogische Formeln lassen sich in Constraints
dieses Systems tiberfiihren: Die Erfiillbarkeit der Formel —(a A =b) A (—a A b)
entspricht dem Constraint true = (not(a and (not b))) and ((not a) and b).

Ein Constraintsystem kann auch als Beschreibung einer konkreten Implemen-
tierung aufgefasst werden. Aus diesem Grund ist CS héufig nur eine Teilmenge
von Cx(X), weil viele Implementierungen beispielsweise nicht beliebige Terme
als Argument fiir Constraints zulassen.

Beispiel (Ein Constraintsystem zur Beschreibung von firstcs). Die Java-Bi-
bliothek firstcs ist ein am Fraunhofer Institut fiir Rechnerarchitektur und Soft-
waretechnik entwickeltes System zum Losen von Constraints iiber endlichen
Wertebereichen [HMS*03]. Diese werden auch als Finite-Domain-Constraints
bezeichnet. Durch die Einschriankung auf endliche Doménen werden etwa
Intervall-Constraints tiber rationalen und reellen Zahlen ausgeschlossen, da
Intervalle tiber diesen Zahlenbereichen abzédhlbar beziehungsweise tiberabzéhl-
bar unendlich sind. Diese Beschrankung birgt den Vorteil, bessere Aussagen
tiber Terminierung und asymptotische Laufzeit zu ermoglichen. Es ist tiblich,
Z oder N als Tragermenge zu verwenden. In firstcs kommt der Java-Typ int
zum Einsatz, der Werte von —23! bis 231 — 1 ermoglicht.

Die in firstcs moglichen Constraints und ihre Semantik werden durch das
COHS’fraintSyStem &‘S“fi rstcs — (Zfi rstess Xfirstess Afirstes, CSi rstcs) beschrieben.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird hier nur ein Teil der méglichen Cons-
trainttypen angegeben, ndamlich die aus Tabelle 1.1 auf Seite 2. Dabei wird
wieder die vereinfachte Notation fiir Signaturen aus [EMG*o1] verwendet, bei
der die Menge der Sortensymbole hinter sorts, die Operationssymbole zusam-
men mit ihrer Deklaration hinter opns und die Relationsdeklarationen hinter
rels angegeben werden.
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Dtirstes . sorts: int,list (1.1)
opns : 0,1,—1,...:— int
empty :— list
cons: int list — list

rels : € W: (int) furalle W C Z
NotEqual : (int int)
Less: (int int)
Product : (int int int)
WeightedSum : (list list int)
AllDifferent : (list)

Die Sorte list ist dabei ein Hilfskonstrukt, um die Java-Arrays, die in firstcs
verwendet werden, als Terme darstellen zu konnen.

Variable zur Sorte int sind als Java-Objekte realisiert, die durch ihre Adresse
im Speicher identifiziert werden. Ihnen kann optional eine Zeichenkette als
Name zugewiesen werden, um sie besser zuordnen zu kénnen. Diese Namen
miissen aber nicht eindeutig sein. Variable zur Sorte list sind nicht vorgesehen.
Daraus ergibt sich Xtirstes = (Xfirstcs,int/ Xfirstcs,list) mit Xfirstcs,int C N fiir
die Speicheradressen der Objekte zur Klasse Variable und X¢; stcs jist = ©.

Die Semantik der Constraints wird durch die folgende Struktur festgelegt:

Atirstes Afirstcs,int =Z (1'2)
_ 7%
Afirstcs,list =Z
OAfirstcs = O’ 1Afirstcs = 1’ _1Afirstcs = _1’ ce

emptyAfirstcs = /\
ConsAfirstcs (a’ w) =aw
€E Wi = W furalle W C Z

NotEqual, = {(a,b) CZ*|a #b}
Lessa,,. = {(a,b) CZ* | a < b}
Product a,, ... = {(a,b,c) CZ%|a-b=c}
WeightedSum = {(

ALc)CZ*XZ*xXZ |
Ll oM, Al L[] = ¢}
“| L[] # L[j] Vi # j}

N I

|
AllDifferent, = {L C

In diesem Constraintsystem tritt nun auch der Fall ein, dass CStirstcs &
Cxtireres (Xsirstes ), da an vielen Stellen nur Variablen, an anderen nur Konstanten
zugelassen sind. So miissen in den Constraints NotEqual(x,y), Less(x,y) und

Product(x,y,z) jeweils Variable fiir x, y und z verwendet werden. Das erste
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Argument von WeightedSum muss eine Liste von Konstanten sein, das zweite
eine Liste von Variablen und das dritte wieder eine Konstante. AufSerdem
wird schon auf syntaktischer Ebene verlangt, dass die Listen in den ersten
beiden Argumenten gleich lang sind. Analog muss die Liste im Argument von
AllDifferent aus Variablen bestehen. Soll ein konstanter Wert ¢ € Z verwendet
werden, muss stattdessen eine Hilfsvariable x, eingefiihrt werden, die zusitzlich
mit dem Constraint x. € {c} belegt wird.

In Abbildung 1.2(b) auf Seite 4 wurde bereits eine Darstellung des Farbe-
problems als eine Menge von Constraints angegeben. Die folgende Definition
formalisiert, was genau unter einem durch Constraints modellierten Problem
verstanden wird:

Definition 1.8 (Constraint-Erfiillungs-Problem*). Sei § = (X, X, A,CS) ein
Constraintsystem.

o Ein Constraint-Erfiillungs-Problem (englisch Constraint Satisfaction Problem,
kurz CSP) ist eine Menge von Constraints der Form C = {Cy,...,Cy, x1 €
Wi,...,xm € Wy }. Die jeweiligen W; werden Domiine (englisch Domain)
oder Wertebereich von x; genannt und auch mit D(x;) bezeichnet. Folgende
Bedingungen muiissen erfiillt sein:

(a) Die Constraints C; haben nicht die Form x € W und
(b) die C; enthalten nur Variablen, zu denen auch ein Wertebereich
angegeben wird, also vars(Ui; Ci) C {x1,...,Xn}.
Die Constraints T (immer wahr) und L (immer falsch) sind ebenfalls
CSPs.

e Eine Losung eines CSP C ist eine Variablenbelegung p: X — A, unter der
alle Constraints des CSP bestitigt werden, also (A, ) F Cifuralle C; € C
gilt. Dies wird als (A, B) F C notiert.

e Ein CSP heifst erfiillbar oder auch (logisch) konsistent, falls mindestens eine
Losung existiert. Andernfalls heifst es unerfiillbar oder auch inkonsistent.

Die Menge der in Abbildung 1.2(b) auf Seite 4 aufgefiihrten Constraints ist
ein CSP, welches das Farbeproblem fiir die in Abbildung 1.1(a) auf Seite 1
angegebene Karte modelliert. Die dort gewdhlte Farbung entspricht der Losung
B(A) = b wie blau, B(B) = B(E) = o wie orange, f(C) = g wie griin und
B(D) = r wie rot.

2 Vgl. [HWoy, Definitionen 4.1 und 3.4]. In der Literatur wird dieses Konzept auch in Anleh-
nung an die graphische Darstellung als Constraint-Netzwerk [Decg2] und aus Perspektive der
logischen Programmierung als Constraint-Programm [FAg7; FHK*92] bezeichnet.
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1.3. Constraint-Propagation und Losungssuche

Eine Starke der Constraint-Programmierung besteht darin, dass allgemeine
Verfahren existieren, die fiir alle CSPs eines Constraintsystems funktionieren
und nicht fiir jedes Problem neu programmiert werden miissen.

Das grundlegendste dieser Verfahren ist das Filtern der Wertebereiche. Fiir
jeden Constrainttyp, der in einem Constraintsystem verfiigbar ist, muss ein
eigener Filteralgorithmus implementiert werden. Diese Algorithmen nutzen die
in einem Constraint enthaltenen Informationen, um die Wertebereiche der betei-
ligten Variablen moglichst stark zu verkleinern, ohne dabei mogliche Losungen
zu verlieren. Dazu wird eine spezielle Form der Konsistenz verwendet:

Definition 1.9 (Lokale Konsistenz'3). Sei S = (X, X, A,CS) ein Constraintsys-
tem und C = {Cy,...,Cy,x1 € Wy,..., Xy, € Wy, } ein CSP.

e Ein Constraint C; € C heifdt lokal konsistent, wenn jede an C; beteiligte
Variable auf einen beliebigen Wert ihres Wertebereichs festgelegt werden
kann und dann fiir alle iibrigen an C; beteiligten Variablen Werte aus
ihren Wertebereichen existieren, sodass C; fiir diese Kombination von
Werten erfullt ist:

Vx € vars(C;) :Vo € D(x) : 3p: X — A :
B(x) =v A (A B)ECiAYy € vars(C;) : B(y) € D(y)

e Das CSP C heift lokal konsistent, wenn jedes Constraint C; € C lokal
konsistent ist.

Der Filteralgorithmus zu einem Constrainttyp stellt in der Regel lokale Kon-
sistenz fiir Constraints dieses Typs her. Bei sehr komplexen Constraints kann
es allerdings vorkommen, dass der zugehorige Filteralgorithmus nur einen
Teil der moglichen Einschrankungen vornimmt, weil sonst unverhaltnisméfSig
viel Zeit benétigt wiirde. Wenn alle an einem Constraint beteiligten Variablen
einelementige Wertebereiche haben, muss ein Filteralgorithmus aber in jedem
Fall die Zulassigkeit dieser Losung iiberpriifen konnen.

Eine mogliche Einschrankung der lokalen Konsistenz ist die Grenzenkonsis-
tenz:

Definition 1.10 (Grenzenkonsistenz'#). Sei S = (X, X, A,CS) ein Constraintsys-
tem, in dem fiir jede Tragermenge A eine Ordnung existiert, und sei weiterhin
C = {Cl,...,Cn,Xl eEWyq,...,xy € Wm} ein CSP.

3 Vgl. [HWoy, Definition 4.4]. Andere Autoren sprechen bei bindren Constraints von Kanten-
konsistenz (englisch arc consistency) und bei Constraints mit beliebig vielen Variablen von
Hyperkantenkonsistenz (englisch hyper arc consistency).

™ Vgl. [HWoy, Definition 4.6].
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e Ein Constraint C; € C heifst grenzenkonsistent (englisch bounds consistent),
wenn jede an C; beteiligte Variable auf das Minimum und Maximum
ihres Wertebereichs festgelegt werden kann und fiir alle tibrigen an C;
beteiligten Variablen Werte zwischen Minimum und Maximum ihres
Wertebereichs existieren, sodass C; fiir diese Kombination von Werten
erfiillt ist:

Vx € vars(C;) : Vo € {min(x), max(x)} : 3p: X — A :
B(x) =vA (A B)ECiAYy € vars(C;) : B(y) € [min(y), max(y)]

e Das CSP C heifst grenzenkonsistent, wenn jedes Constraint C; € C grenzen-
konsistent ist.

Beispiel (Filteralgorithmus fiir das Less-Constraint). Abbildung 1.3 zeigt, wel-
che Auswirkungen das Herstellen der lokalen Konsistenz fiir das Less-Con-
straint hat: Fiir die x-Werte 3 und 4 existieren keine y-Werte, die echt grofier
sind und damit das Constraint erfiillen wiirden. Deshalb miissen sie aus dem
Wertebereich von x entfernt werden. Fiir die x-Werte 1 und 2 existiert aber
jeweils mindestens ein groflerer y-Wert, sodass sie in der Doméne erhalten blei-
ben miissen. Umgekehrt existiert nur fiir die y-Werte 2 und 3 (mindestens) ein
kleinerer x-Wert, sodass die beiden anderen y-Werte aus der Doméne entfernt
werden miissen.

G———@ O————@

{1,2,3,4} {0, 1,2,3} {1,2} {2,3}
(a) Vor dem Filtern enthalten die Domé&nen (b) Nach dem Filtern sind die betreffenden
hier noch Werte, welche die lokale Werte entfernt und das Constraint ist lokal
Konsistenz verletzen. konsistent.

Abbildung 1.3: Lokale Konsistenz am Less-Constraint

Das Verfahren lasst sich zu folgendem Algorithmus verallgemeinern:

Listing 1.1: Filteralgorithmus fiir Less(x, y)

// entferne aus D(x) alle Werte ohne gréBeren Wert in D(y):
D(x):={v e D(x) |v <max{D(y)}}
// entferne aus D(y) alle Werte ohne kleineren Wert in D(x):
D(y) :={v e D(y) [ v > min{D(x)}}

11
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Um nicht nur ein, sondern alle an einem CSP beteiligten Constraints lokal
konsistent zu machen, werden die entsprechenden Filteralgorithmen wiederholt
aufgerufen, bis ein Fixpunkt erreicht ist. Fiir das CSP

C1={ac{0,1,2,3},be{01,23},ce {3},de {01,253},
a<bb<cb<dc#d}

wird in Abbildung 1.4 gezeigt, wie durch (teilweise wiederholtes) Herstellen der
lokalen Konsistenz die Doménen der beteiligten Variablen immer weiter einge-
schrankt werden. Weil die aus den Constraints resultierenden Einschrankungen
sich dabei im Graphen des CSP ausbreiten, wird dieser Vorgang Propagation,
also Ausbreiten genannt.

Leider ist die Constraint-Propagation nicht immer so erfolgreich wie in die-
sem Beispiel. Wenn beispielsweise zu Beginn ¢ nicht durch ¢ € {3} sondern nur
durch ¢ € {2,3} eingeschrankt wiirde, ergébe sich auch fiir keine der iibrigen
Variablen eine einelementige Doméne.'> Aus diesem Grund ist es notwendig,
die Constraint-Propagation mit anderen Verfahren zu kombinieren. Hierzu wer-
den in der Regel modifizierte Algorithmen zur Tiefensuche mit Backtracking
verwendet, die in jeder Ebene des Suchbaums eine Variable betrachten und ihr
fiir jeden Teilbaum einen Wert ihrer Domédne zuweisen. Um den exponentiell
grofien Losungsraum beherrschbar zu machen, wird jede Entscheidung mit
dem zuvor vorgestellten Algorithmus propagiert. Abbildung 1.5 auf Seite 14
veranschaulicht, wie dadurch der Suchraum verkleinert wird.

Das Verfahren zur Tiefensuche hat exponentielle Zeitkomplexitdt und ist
damit schon fiir relativ kleine Probleme viel zu langsam. Die Effizienz der
Constraint-Programmierung riithrt daher, dass moglichst viele Teile des Such-
baums vermieden werden. Inwieweit das gelingt, hangt von der Struktur des
CSP ab, ist jedoch nicht allgemein beweisbar. Aus diesem Grund liegt das
Haupteinsatzgebiet der Constraint-Programmierung in der Losung von Pro-
blemen, fiir die kein effizienter Losungsalgorithmus bekannt ist. In der Regel
handelt es sich um NP-vollstindige Probleme. Fiir diese Problemklasse stellt
die Constraint-Programmierung einen ausgezeichneten Ansatz dar, mit dem in
vielen Fillen in vertretbarer Zeit Losungen gefunden werden kénnen. Polyno-
mielle Laufzeitschranken konnen aber nicht garantiert werden — sonst wére ja
auch das P = NP-Problem gelost.

5 Durch logische Argumentation lieflen sich zwar a und b auf einelementige Wertebereiche
einschranken, nur mit Mitteln der Constraint-Propagation ist dies aber nicht moglich.

12
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{0,1,2,3} {0,1,2,3} {3}
@ ® ;
< <

+

{0,1,2,3}

(a) Am Anfang miissen noch alle Constraints
betrachtet werden. In realen Implemen-
tierungen wird in der Regel eine Warte-
schlange verwendet, hier wird mehrfach
davon abgewichen.

{0,1,2,3} {0,1,2} {3}
@O
4

{0,1,2,3}

(c) Beim Filtern fiir 2 < b werden Werte fiir a
und b entfernt. Wegen der gednderten
Domine von b muss das Constraint b < ¢
erneut betrachtet werden, bringt aber
keine Anderung.

{0,1} {1,2} {3}
@—® =0,

{0,1,2}

(e) Beim Filtern fiir b < d werden mehrere
Werte fiir b und d entfernt. Neben a < b
miissen auch b < c und ¢ # d erneut
betrachtet werden, letztere bringen aber
keine Anderung.

{0,1,2,3} {0,1,2,3} {3}
@<@ <C7£

{0,1,2,3}

(b) Beim Filtern fiir b < ¢ kann 3 aus dem
Wertebereich von b entfernt werden. Nach
Abschluss des Filterns wird b < ¢ aus der
Menge der wartenden Constraints
entfernt.

{0,1} {1,2} {3}
O () S
£

{0,1,2,3}

(d) Beim Filtern fiir ¢ # d kann 3 aus dem
Wertebereich von d entfernt werden.
Wegen der Anderung bei d miisste b < d
erneut betrachtet werden, ist aber bereits
dafiir eingeplant.

{0,1} {1} {3}
@—® =0,

{2}

(f) Beim erneuten Filtern fiir a < b wird
schliellich ein Fixpunkt erreicht. Im
Allgemeinen sind nicht wie hier alle
Domaénen einelementig —
vgl.Abbildung 1.3(b) auf Seite 11.

Abbildung 1.4: Fixpunktberechnung zur Herstellung der lokalen Konsistenz.
Noch nicht (oder noch nicht wieder) betrachtete Constraints

sind blau gefarbt.
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C C
X: 0 1 X: 0 1
1 2 1 2 y: 1 2 2
z: 12121212 Z: 21 1
(a) Bei der einfachen Tiefensuche muss der (b) Bei der Tiefensuche mit Constraint-
gesamte Losungsraum durchsucht Propagation werden alle Teilbaume
werden. Teilbaume mit unzulédssigen ausgelassen, in denen die lokale
Losungen sind rot gekennzeichnet. Konsistenz verletzt ist.

Abbildung 1.5: Losungssuche fiir das CSP C = {x € {0,1},y € {1,2},z €
{1,2},x # y,y # z}. In den Knoten der Bdume steht jeweils
die getroffene Entscheidung.

Die Verfahren zur Losung von CSPs lassen sich in Constraintlosern zusam-
menfassen:

Definition 1.11 (Constraintloser’®). Sei S = (X, X, A,CS) ein Constraintsystem.
Ein Constraint-Loser (englisch constraint solver) fiir S ist eine Sammlung von
Operationen auf Constraints dieses Systems. Diese Operationen dienen unter
anderem dazu, CSPs auf Erfiillbarkeit zu untersuchen und gegebenenfalls
Losungen anzugeben.

In der Bibliothek firstcs ist ein Constraintloser implementiert, der zahlreiche
Constrainttypen und Suchstrategien zur Verfligung stellt. Neben der oben
geschilderten einfachen Tiefensuche mit Backtracking (realisiert in der Klasse
BtLabel) sind auch spezialisierte Varianten implementiert: So ist etwa das
Suchverfahren in ResourceLabel auf die in Kapitel 2 beschriebenen Constraints
zur Zeitplanung auf exklusiven Ressourcen spezialisiert. Es 16st CSPs mit
solchen Constraints erheblich schneller als das generische BtLabel, weil in
den einzelnen Such-Schritten nicht Variablen einem festen Wert zugeordnet
werden, sondern vielmehr die Reihenfolge von je zwei Aktivitdten festgelegt
wird. Die genaue Vorgehensweise bei dieser Suchstrategie wird in Abschnitt 2.3
beschrieben.

16 Fiir eine detailliertere Beschreibung siehe [HWoy7, Seite 6off.].
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1.4. Globale Constraints

Wie schon erwéhnt ist es fiir die Suche vorteilhaft, wenn Inkonsistenzen mog-
lichst frith erkannt werden. Eines der dabei auftretenden Probleme ist, dass
ein lokal konsistentes CSP nicht notwendigerweise erfiillbar sein muss. Abbil-
dung 1.6(a) zeigt eine Variante des Farbeproblems (diesmal mit Zahlen statt
Farben). Die angegebenen Doménen sorgen zwar fiir lokale Konsistenz: Fiir 0
kann am anderen Ende der Kanten immer 1 stehen und umgekehrt. Allerdings
existiert keine Losung, da a, c und d paarweise verschieden sein miissen.

An dieser Stelle wire es wiinschenswert, eine stirkere Form von Konsistenz
herstellen zu kdnnen, um moglichst alle inkonsistenten Teile des Suchbaums
zu vermeiden. Die stdrkste Form der Konsistenz ist globale Konsistenz:

Definition 1.12 (Globale Konsistenz'7). Sei S = (X, X, A,CS) ein Constraint-
system und C = {Cy,...,Cpy,x1 € Wy,...,x;y € Wy, } ein CSP.

e Fiir eine Teilmenge der vorkommenden Variablen X’ C vars(C) enthalt
das Teil-CSP Cx genau die Constraints in C, an denen nur Variablen aus
X' beteiligt sind, also: Cyx := {C; € C | vars(C;) C X'}. (Das umfasst auch
alle Wertebereich-Constraints x; € W; der Variablen x; € X'.)

e Ein Teil-CSP Cx» C C heifst global konsistent, wenn fiir jede Teillosung
B': X' — A mit (A pB)E Cx eine Losung f: X — A mit (A,B) E C
existiert, die fiir alle x” € X' mit ' iibereinstimmt: B(x") = p'(x’).

e Das CSP C heifst global konsistent, wenn fiir alle X’ C vars(C) das entspre-
chende Teil-CSP Cx: global konsistent ist.

{0,1} {0,1} {0,1}

{0,1}

£

{0,1} 7 {0,1} {0,1} {0,1}

(a) Ein inkonsistentes CSP (4, b und ¢ kénnen (b) Bei Verwendung des globalen

nicht paarweise verschieden sein), das AllDifferent-Constraints tritt lokale
dennoch lokal konsistent ist. Inkonsistenz frither auf.

Abbildung 1.6: Die Grenzen lokaler Konsistenz

7 Vgl. [Decgz, Definition 2.2].
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1. Constraint-Programmierung

Fiir die Zwecke der Suche wire es bereits ausreichend, wenn dies fiir einele-
mentige X’ gelten wiirde. Aber auch diese abgeschwichte Form der globalen
Konsistenz ist im Allgemeinen nur sehr aufwendig herzustellen. Stattdessen
wird ein anderer Weg eingeschlagen: Es werden weiterhin nur Algorithmen fiir
lokale Konsistenz, dafiir aber globale Constraints verwendet. Diese schranken
moglichst viele Variablen auf einmal ein. Beispielsweise ldsst sich paarweise
Ungleichheit von n Variablen wahlweise durch %n(n — 1) NotEqual-Constraints
oder durch ein einziges AllDifferent-Constraint modellieren. In Abbildung 1.6(b)
auf der vorherigen Seite wird gezeigt, wie das Farbeproblem mit globalen Con-
straints beschrieben werden kann. Durch die stirkere Propagation wird erreicht,
dass das so entstandene CSP nicht lokal konsistent ist und der tatsdchlich
betrachtete Teil des Suchraums verkleinert wird.

Das globale AllDifferent-Constraint hat nicht nur den Vorteil, Inkonsistenzen
frither zu erkennen. Durch die geringere Anzahl von Constraints erreicht die
Propagation mit weniger Iterationen ihren Fixpunkt. Globale Constraints ermog-
lichen also effizienteres Losen von CSPs, weswegen sie bei der Modellierung
eines Problems in Constraintform bevorzugt verwendet werden.

Um globale Constraints verwenden zu kénnen, miissen dafiir spezialisierte
Filteralgorithmen entwickelt werden. Hierzu ist meist zuséatzlicher Aufwand
notig. Hoeve [Hoeo1] gibt einen Uberblick iiber die Entwicklungen bei den
Filteralgorithmen fiir das AllDifferent-Constraint. Der am weitesten verbreitete
stammt von Régin [Régg4] und verwendet einen Algorithmus aus der Graphen-
theorie, um lokale Konsistenz herzustellen: Zu einem AllDifferent-Constraint
C wird ein bipartiter Graph erstellt, der links fiir jede an C beteiligte Variable
x € vars(C) einen Knoten v, und rechts fiir jeden Wert w € Uycpars(c) D (%)
einen Knoten v, enthilt. Zwischen zwei Knoten v, und v, wird genau dann
eine Kante eingefiigt, wenn w € D(x). Ein Beispiel hierfiir ist in Abbildung 1.7
zu sehen.

Anschliefiend wird in diesem Graphen nach maximalen Matchings gesucht,
also moglichst grofie Mengen von Kanten, die keinen Endknoten gemeinsam
haben. Wenn fiir jeden Variablen-Knoten eine Kante enthalten ist, entspricht das
Matching genau einer Variablenbelegung, die das betrachtete Constraint erfiillt.
Existiert kein solches Matching, ist das Constraint inkonsistent. Andernfalls
konnen die Wertebereiche gefiltert werden: Es werden jede Werte entfernt,
die in keinem der maximalen Matchings mit der entsprechenden Variable
verbunden sind, da diese Werte in keiner erfiillenden Variablenbelegung und
damit auch in keiner Losung vorkommen konnen. Abbildung 1.7(c) zeigt eine
solche Einschrankung, die durch paarweise NotEqual-Constraints nicht erkannt
worden wire.

Der skizzierte Filteralgorithmus kann mit Zeitkomplexitat O(m+/n) reali-
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1.5. Optimierung mit Constraints

{0,1} {1,2} @ (0) R

@(c be{1,2)

Q’ ce{1,2}

(d) ® d € {3,4}
@

@@e!Ge

{1,2} {3,4}

(a) Das zu betrachtende (b) Der bipartite (c) Einschrankungen durch das
Constraint mit den Graph mit einem Loschen von Kanten, die in
Wertebereichen seiner maximalen keinem maximalen Matching
Variablen Matching vorkommen

Abbildung 1.7: Zum Filtern am AllDifferent-Constraint wird ein bipartiter
Graph erstellt und nach maximalen Matchings durchgesucht.

siert werden, wobei n = |vars(C)| die Anzahl der beteiligten Variablen und
m = Y icoars(c) |D(x)| die Summe der Wertebereichsgroien ist [Hoeo1]. Die-
ser Aufwand lohnt sich, da im Vergleich zu paarweisen NotEqual-Constraints
sehr viel weniger Constraints benotigt und Einschrankungen friiher gefunden
werden.

1.5. Optimierung mit Constraints

Haufig soll nicht nur eine beliebige, sondern eine moglichst gute Losung fiir
ein Problem gefunden werden. Das ist auf der Basis von CSPs nicht direkt
moglich, da fiir diese immer nur Erfiillbarkeit entschieden werden kann. Um
mit den Mitteln der Constraint-Programmierung optimale Losungen ermitteln
zu konnen, muss zundchst modelliert werden, worin die Optimalitét besteht.
Dazu muss eine Zielfunktion angegeben werden, deren Wert minimiert oder
maximiert werden soll. Das geschieht in der Regel dadurch, dass eine weitere
Variable zu einem CSP hinzugefiigt wird, deren Wert durch entsprechende
Constraints auf den Wert der Zielfunktion eingeschrankt wird:

Definition 1.13 (Constraint-Optimierungs-Problem'®). Seien ein Constraintsys-
tem S = (X,X,A,CS), ein CSP C C CS und eine darin vorkommende Variable
x € vars(C) gegeben. Auf dem Wertebereich von x muss eine Ordnung definiert
sein. Weiterhin bezeichne kind € {min, max} die Art der Optimierung.

18 Vgl. [HWoy, Definition 14.1].
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1. Constraint-Programmierung

o Ein Constraint-Optimierungs-Problem (englisch Constraint Optimization Prob-
lem, kurz COP) ist ein Tripel (C,x,kind), das aus einem Constraint-
Erfiillungs-Problem, einer Variable und der Art der Optimierung besteht.

e Eine Losung B: X — A heif3t optimal, falls (x) minimal (fiir kind = min)
beziehungsweise maximal (fiir kind = max) in Bezug auf alle Losungen
von C ist.

Wie bei der Losung von CSPs existieren zur Losung von COPs allgemeine
Algorithmen. Dabei wird die Losung eines COPs (C, x, min)* auf das Losen
von CSPs Cppyng := C U {x < bound} zuriickgefiihrt, in denen der Wertebereich
von x zusétzlich eingeschrankt wird. Gilt nun fiir ein 0 € D(x), dass C, erfiillbar,
aber C,_1 inkonsistent ist, ist 0 der minimale Wert der Zielfunktion. Damit sind
Losungen B: X — A von C, gleichzeitig optimale Losungen von (C, x, min).

Ausgehend von dieser Feststellung kann ein COP mit einem Branch-and-
Bound-Verfahren durch wiederholtes Losen von CSPs gelost werden. Dabei
wird ein Intervall [low, high] in jedem Schritt halbiert, indem das CSP Cow1igi be-

2
trachtet wird. Wenn es erfiillbar ist, geht es im nidchsten Schritt mit dem Intervall

[low, lowzhigh [ weiter, wenn es unerfiillbar ist mit dem Intervall | lowzhigh, high].

Wenn das Intervall leer wird, ist die zuletzt gefundene Losung optimal. Einzi-
ge Voraussetzung fiir das Verfahren ist, dass zu Beginn eine untere und eine
obere Schranke fiir das Optimum bekannt sein muss. Dies ist fiir die meisten
Anwendungsfille aber gegeben.

19 Fiir Maximierungsprobleme (C, x, max) funktioniert das Verfahren analog.
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2. Zeitplanung mit Constraints

Die Zeit ist das, was verhindert,
dass alles gleichzeitig passiert.

John Wheeler, Physiker

Im Bereich der Zeitplanung (englisch scheduling) gibt es eine Vielzahl von zu
l6senden Problemen. Beispiele sind die folgenden Fragestellungen:

e Wie kann ein Unterrichtsplan (fiir Universititen oder Schulen) aussehen,
der von niemandem verlangt an zwei Orten gleichzeitig zu sein, in dem
keine Raume doppelt belegt sind und die Raum- und Zeitwiinsche aller
Beteiligten moglichst gut berticksichtigt werden [GGog]?

e Wie kann ein Fahrplan fiir Stralenbahnen aussehen, der die vorhandenen
Gleise moglichst gut nutzt, ohne dass es zu Verspatungen kommt [Zano6]?

e Wie kann die Produktionsplanung einer Fabrik aussehen, in der Werk-
stiicke jeweils auf unterschiedlichen Maschinen bearbeitet werden miissen,
sodass alle Werkstiicke moglichst friih fertig werden [BPNg5]?

e Wie konnen mit einem Forschungssatelliten moglichst viele Messungen
durchgefiihrt werden, wenn diese sich teilweise gegenseitig ausschlie-
fen, weil sie dieselben Instrumente verwenden oder die Kapazitat der
Energieversorgung tiberschreiten wiirden [Saroy]?

Diesen Problemen ist gemeinsam, dass die Qualitdt der moglichen Losungen
schnell iiberpriift werden kann, aber keine Algorithmen existieren, die schnell
die beste Losung ermitteln. Es handelt sich um NP-vollstindige Probleme’.
Damit ist es sinnvoll, sie mit Techniken der Constraint-Programmierung in
Angriff zu nehmen [BPNo1; Brugg; Baroz]. Dies wird auch schon seit geraumer
Zeit praktiziert.

! Das in der Literatur als Job-Shop-Scheduling Problem bekannte dritte Problem wird schon von
Garey und Johnson [G]79, Seite 242] als NP-vollstdndig erwdhnt. Auch die iibrigen genannten
Probleme sind Verallgemeinerungen des ebenfalls NP-vollstandigen [G]79, Seite 236] Problems
der Planung auf exklusiven Ressourcen.
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2. Zeitplanung mit Constraints

2.1. Aktivititen

Um Zeitplanungsprobleme mit Mitteln der Constraint-Programmierung 16sen
zu konnen, miissen sie zunidchst einmal formalisiert werden. Dazu wird von den
konkreten Problembeschreibungen zu Aktivititen abstrahiert. Dabei kann es sich
gleichermafien um eine Unterrichtsstunde, die Fahrt einer Strafienbahn tiber
einen Gleisabschnitt oder das Bearbeiten eines Werkstiicks auf einer Maschine
handeln.

Allen Aktivitdten ist gemeinsam, dass sie eine bestimmte Zeit in Anspruch
nehmen und in einem bestimmten Zeitraum erledigt werden miissen. Einmal
begonnene Aktivitdten miissen zu Ende gefiihrt werden; Unterbrechungen sind
nicht zuldssig.

Definition 2.1 (Aktivitat). Eine Aktivitit i wird durch die folgenden Eigenschaf-
ten beschrieben:
e die frithestmogliche Startzeit est;
(von englisch earliest starting time)
e die spatestmogliche Startzeit Ist;
(von englisch latest starting time)
e die minimale Bearbeitungsdauer p;
(von englisch production time)
¢ die maximale Bearbeitungsdauer pmax;
o die frithestmogliche Fertigstellungszeit ect;
(von englisch earliest completion time)
e die spatestmogliche Fertigstellungszeit Ict;
(von englisch latest completion time)
Aktivitdten werden oft auch als Aufgaben (englisch tasks) bezeichnet.

In Constraintsystemen werden tiblicherweise Startzeit, Dauer und Fertigstel-
lungszeit jeweils als Variable modelliert, deren Domé&nen die entsprechenden
Intervalle umfassen. Es ist im Allgemeinden nicht sinnvoll, aus diesen Interval-
len einzelne Werte wegzulassen, da die meisten Algorithmen nur Grenzenkon-
sistenz herstellen.

In vielen Anwendungen ist die Bearbeitungsdauer konstant. In diesem Fall
eriibrigt sich die explizite Angabe einer Variable fiir die Fertigstellungszeit, da
deren Intervallgrenzen als ect; = est; +p, und Ict; = Ist; + p; errechnet werden
konnen. Umgekehrt miissen dann die Anderungen, die durch Filteralgorithmen
an ect; und Ict; vorgenommen werden, direkt an est; und Ist; weitergereicht
werden. Abbildung 2.1 zeigt eine Aktivitdt mit konstanter Bearbeitungsdau-
er. Die tatsdachliche Zeitspanne kann an einer beliebigen Stelle innerhalb des
spezifizierten Intervalls liegen.
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2.1. Aktivititen

P; P;

Y
X

<
|
I

i

I¥; |
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41y

est; st ect; lct; ¢ est; Ist; ect; lct; ¢

(a) Bei frithestmoglicher Planung (b) Bei spatestmoglicher Planung

Abbildung 2.1: Die Eigenschaften einer Aktivitit i mit konstanter Bearbei-
tungsdauer. Das Rechteck symbolisiert die tatsdchliche Bearbei-
tungszeit.

Héufig werden Mengen © von Aktivititen betrachtet, deren Dauer, Start- und
Fertigstellungszeiten benotigt werden. Sie lassen sich wie folgt berechnen [Vilog,
Seite 336]:

Po = ). Pi (2.1)
ic®

estp = min{est;} (2.2)
ic®

Icte = max{lct;} (2.3)
€@

Die spéteste Start- und friiheste Fertigstellungszeit von @ liefSe sich nur mit
hohem Aufwand berechnen,” weshalb die folgenden Abschitzungen verwendet
werden:

LST(O) := (ggci%{lct@/ —Po't (2.4)
ECT(O) := g}gé{est@/ +po ) (2-5)

Diese Definitionen konnen fiir den Fall ® = @ erweitert werden, indem
Py =0, esty := ECT(Q@) := —oo sowie Ictp := LST(D) := co gesetzt wird.

Die Abschédtzung bei LST und ECT besteht darin, dass Unterbrechungen zu-
gelassen werden. An dem Beispiel in Abbildung 2.2 auf der nédchsten Seite ist zu
erkennen, dass hierdurch ECT(®) vor der frithestmdglichen Fertigstellungszeit
liegen kann, es sich also um eine optimistische Schatzung handelt. (Umgekehrt
kann LST(®) nach der spatestmoglichen Startzeit liegen.) Fiir viele Zwecke ist
diese Abschédtzung aber ausreichend. In Abschnitt 3.1 wird beschrieben, wie
ECT(0O) effizient berechnet werden kann und aulerdem motiviert, warum diese
Abschétzung fiir die Verwendung in Filteralgorithmen geeignet ist.

2 Siehe dazu auch Proposition 3.1 auf Seite 42.
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2. Zeitplanung mit Constraints

= C) = C)

ECT(@) t ECT(O)
(a) Bei der Berechnung von ECT(®) werden (b) Korrekterweise wiirde es zu Pausen und
Unterbrechungen zugelassen. spaterer Fertigstellung kommen.

Abbildung 2.2: Abweichung zwischen ECT(®) und der frithesten Fertigstel-
lungszeit von ©.

Um die Abhéngigkeiten zwischen den drei Variablen einer Aktivitdt in einem
Constraintsystem zu modellieren, kann ein Task-Constraint verwendet werden,
das start; + duration; = completion; fordert. Dies ist nur notwendig, wenn
tatsdchlich drei Variable verwendet werden und das Ende nicht wie oben
skizziert aus Start und Dauer errechnet wird.

Das Task-Constraint kann durch folgenden Filteralgorithmus realisiert werden,
wobei die Domédnengrenzen mit den Namen aus Definition 2.1 auf Seite 20
bezeichnet werden:

Listing 2.1: Filteralgorithmus fiir Task(start;, duration;, completion;)

// Es muss start; + duration; = completion; sichergestellt werden:
if est; < ect; — pmax; then

est; := ect; — pmax;
if Ist; > Ict; — p; then
Ist; := Ict; — p;
if p; < ect; —Ist; then
p; := ect; —Ist;

if pmax; > Ict; —est; then
pmax; := lct; — est;

if ect; < est;+p; then
ect; .= est; + p;

if Ict; > Ist; + pmax; then
Ict; := Ist; + pmax;

Im Folgenden wird das Tripel start;, duration;, completion; haufig als i abge-
kiirzt. Aus Task(start;, duration;, completion;) wird dadurch das deutlich kiirze-
re Task(i). Besonders bei Constraints iiber mehrere Aktivitidten verbessert sich
dadurch die Lesbarkeit.
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2.1. Aktivititen

Diese notationelle Vereinbarung lasst sich auch formalisieren, indem eine
neue Sorte task in die Signatur aufgenommen wird, die in der Struktur als
Tripel interpretiert wird:

2 A:
sorts : val Apu = Z
task Atusk = ZS
opns:  maketask: val val val — task maketask (s, d,c) = (s,d,c)
start : task — wval starto((s,d,c))=s
duration : task — val durationy((s,d,c))=d
completion : task — val completion((s,d,c))=c
rels : Task : (val val val) Tasky = {(s,d,c) € A3, |s+d=c}
Task' : (task) Tasky = {(s,d,c) € Apsk | s +d = c}

Zwischen Aktivititen konnen nun Constraints formuliert werden:

Beispiel (Das Before-Constraint). Das Constraint Before(i, j) fordert, dass die
Aktivitat i abgeschlossen wird, bevor mit der Aktivitdt j begonnen wird. Es
muss also completion; < start; gelten.

Abbildung 2.3 zeigt, welche Einschrankungen sich daraus ergeben: Zum
einen kann est; auf ect; angehoben werden, zum anderen kann Ict; auf Ist;
abgesenkt werden. Sind die Werte schon vorher grofier beziehungsweise kleiner,
ergibt sich keine weitere Einschrankung.

Auf diese Weise wird sichergestellt, dass fiir jede von den Doménen erlaubte
Positionierung von i auch eine zuldssige Position von j gefunden werden kann
und umgekehrt.

|
| ] | ]
ect; t Ist; t
(a) Die Aktivitat j darf nicht begonnen (b) Die Aktivitdt i muss fertig sein, bevor j
werden, bevor i fertig sein kann. spétestens begonnen werden muss.

Abbildung 2.3: Mégliche Einschrankungen am Constraint Before(i, j)
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2. Zeitplanung mit Constraints

Daraus ergibt sich der folgende Filteralgorithmus:

Listing 2.2: Filteralgorithmus fiir Before(i, j)

// Die folgenden Anweisungen stellen completion; < startj sicher:
if lct; > Ist; then

ICti = IS’[]‘
if estj < ect; then
est; = ect;

Beispiel (Das Disjunctive-Constraint). Das Constraint Disjunctive(i, j) fordert,
dass sich die Aktivitdten i und j nicht tiberlappen. Es muss also Before(i, j) oder
Before(j, i) gelten.

Solange unklar ist, welche der beiden Aktivititen zuerst eingeplant wird (vgl.
dazu Abbildung 2.4), kann das Disjunctive-Constraint keine Einschrankungen
vornehmen.

t t

(a) Die Aktivitat i kann sowohl vor ... (b) ... als auch nach j eingeplant werden

Abbildung 2.4: Das Constraint Disjunctive(i, j) kann keine Einschrankungen
vornehmen, wenn die Reihenfolge von i und j nicht feststeht.

Erst wenn die Reihenfolge der beiden Aktivitdten klar ist, kann analog zum
Before-Constraint gefiltert werden. Um die Reihenfolge erkennen zu kénnen,
muss eine der folgenden Bedingungen erfiillt sein:

e Falls Ist; < ectj, muss i vor j geplant werden.
e Falls Ist; < ect;, muss j vor i geplant werden.
Daraus ergibt sich der folgende Algorithmus:

Listing 2.3: Filteralgorithmus fiir Disjunctive(i, j)

// Nur filtern, wenn die Reihenfolge feststeht:
if Ist; < ect; then

Filtere wie fur Before(i, )
if Ist; < ect; then

Filtere wie fur Before(j,i)
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2.2. Exklusive Ressourcen

2.2. Exklusive Ressourcen

Bei den eingangs erwdhnten Zeitplanungsproblemen miissen mehrere Akti-
vititen auf die vorhandenen Ressourcen verteilt werden: Beim Erstellen von
Unterrichtsplanen benétigt jede Veranstaltung einen Raum; werden Fahrplane
erstellt, miissen fiir jede Stralenbahnfahrt die entsprechenden Gleisabschnitte
reserviert werden; ebenso miissen bei der Produktionsplanung jedem Werk-
stiick Zeitabschnitte auf Maschinen zugewiesen werden, in denen es bearbeitet
werden soll. Tabelle 2.1 fasst zusammen, was bei den einzelnen Problemen als
Aktivitit und was als Ressource modelliert werden kann.

Tabelle 2.1: Modellierung verschiedener Zeitplanungsprobleme durch Aktivita-
ten und Ressourcen

Problem Aktivititen Ressourcen
Unterrichtsplanung Veranstaltung/Schulstunde Raume
Lehrende
Fahrplanerstellung Zugfahrten Gleisabschnitte
Produktionsplanung  Bearbeitung eines Werkstiicks =~ Maschinen
Satellitenplanung Experimente Messinstrumente
Energieversorgung

Dabei muss noch zwischen verschiedenen Arten von Ressourcen unterschie-
den werden:

e Wenn eine Ressource genau einmal vorhanden ist und auf ihr zu jedem
Zeitpunkt nur eine Aktivitdt stattfinden kann, spricht man von einer
exklusiven Ressource. Der Name geht darauf zurtick, dass sich die Aktivita-
ten gegenseitig ausschliefien. Beispiele hierfiir sind Gleisabschnitte, tiber
die nur ein Zug gleichzeitig fahren, Messinstrumente, die nur eine Mes-
sung gleichzeitig durchfiihren, und Dozenten, die nur eine Veranstaltung
gleichzeitig abhalten konnen.

In der Literatur sind fiir exklusive Ressourcen auch die Bezeichnungen
unary resources [Vilog] und single resources [Wolos] weit verbreitet.

e Wenn die Auswahl zwischen mehreren gleichwertigen Ressourcen besteht,
auf denen jeweils nur eine Aktivitit gleichzeitig stattfinden kann, spricht
man von alternativen Ressourcen [WSos]. Zum Beispiel stehen mehrere
Rédume fiir einen Unterrichtsplan zur Verfiigung, in denen aber jeweils
nur eine Veranstaltung stattfinden kann.
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2. Zeitplanung mit Constraints

e Wenn eine Ressource mehrere Aktivitdten gleichzeitig versorgen kann,
die jeweils unterschiedliche Anteile der Ressource benétigen, spricht man
von kumulativen Ressourcen [Scho6; SWSo6; WSo6]. Ein Beispiel hierfiir ist
die Energieversorgung an Bord eines Satelliten, die mehrere, aber nicht
beliebig viele Experimente gleichzeitig versorgen kann [Saro7].

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich im Weiteren ausschliefSlich mit exklu-
siven Ressourcen. Trotz der einfachen Problemstellung handelt es sich dabei
um ein komplexes kombinatorisches Problem, das seit langer Zeit als NP-
vollstandig bekannt ist [G]79, Seite 236, Problem SS1]. Es bietet sich daher an,
mit den Mitteln der Constraint-Programmierung den Suchraum zu verkleinern,
um die Losungen schneller zu finden.

Eine einfache Modellierung von exklusiven Ressourcen kann durch paarweise
Disjunctive-Constraints zwischen den beteiligten Aktivitdten erreicht werden.
Diese stellen dann sicher, dass zu jedem Zeitpunkt hochstens eine Aktivitat auf
die Ressource zugreift.

Ahnlich wie beim NotEqual-Constraint ergeben sich aber Grenzen dessen,
was durch lokale Konsistenz an Disjunctive-Constraints erreicht werden kann,
wenn, wie in Abbildung 2.5 dargestellt, paarweise Uberlappungsfreiheit von
mehr als zwei Aktivititen gefordert wird. Da bei der Constraint-Propagation
nur lokale Konsistenz hergestellt wird, werden in der Suche unnétig viele Teile
des Suchbaums betrachtet.

Ein weiterer Nachteil der Modellierung mit paarweisen Disjunctive-Con-
straints besteht in der grofsen Anzahl der benotigten Constraints, was insbeson-
dere bei exklusiven Ressourcen mit vielen Aktivitdten ins Gewicht fallt. Dadurch
wird bei der Constraint-Propagation eine grofie Anzahl von Iterationen benétigt,
bis ein Fixpunkt erreicht wird.

i, 0 Disjunctive 0

Disjunctive SingleResource b
. / $ 2
; @ Disjunctive @
(a) Wertebereiche der  (b) Modellierung mit paarweisen (c) Modellierung mit einem
Aktivitdten Disjunctive-Constraints SingleResource-Constraint

Abbildung 2.5: Die drei Aktivitdten i, j und k sollen paarweise iiberlappungs-
frei sein, obwohl dies nicht moglich ist. Das CSP in (b) ist
dennoch lokal konsistent. Das CSP in (c) tiberwindet dieses
Problem.
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2.2. Exklusive Ressourcen

Diese beiden Probleme sind die gleichen, die auch beim NotEqual-Constraint
aufgetreten sind und durch das globale AllDifferent-Constraint gelost werden
konnten. Der Ansatz, ein neues globales Constraint einzufiihren, fithrt auch im
Fall des Disjunctive-Constraints zum Erfolg:

Definition 2.2 (SingleResource-Constraint). Sei T = {iy,i,...,in} eine Menge
von Aktivitaten.

Das Constraint SingleResource: (tasklist) kann zur Modellierung von ex-
klusiven Ressourcen verwendet werden. Fiir SingleResource(iy, iz, . . ., in)? wird
gefordert, dass die beteiligten Aktivitdten paarweise tiberlappungsfrei sind:

Vie T:VjeT:completion; < start; V completion; < start;

In Abbildung 2.6 wird eine exklusive Ressource mit fiinf Aktivititen ge-
zeigt, die bereits tiberlappungsfrei angeordnet sind. Die Verwendung des
SingleResource-Constraints ist in Abbildung 2.5(c) illustriert.

Wie beim AllDifferent-Constraint muss auch fiir das SingleResource-Constraint
ein moglichst effizienter Filteralgorithmus entwickelt werden. Diesmal kommt
aber eine zusitzliche Schwierigkeit hinzu: Fiir AllDifferent hat Régin [Régog4]
einen effizienten Filteralgorithmus entwickelt, der lokale Konsistenz sicher-
stellen kann. Dies ist fiir SingleResource nicht moglich, da wie bereits erwadhnt
allein schon die Priifung der lokalen Konsistenz ein NP-vollstandiges Problem
ist. Um dennoch effizient filtern zu konnen, muss auf eine schwichere Form
der Konsistenz zuriickgegriffen werden. In der Praxis werden eine Reihe von
Regeln verwendet, die jeweils Inkonsistenzen erkennen oder Einschrankun-
gen der Wertebereiche ermoglichen. Durch Kombination dieser Regeln kann

Abbildung 2.6: Exklusive Ressource mit zuldssigem Zeitplan

3 Strenggenommen kann die Aktivitatenliste nicht direkt als Parameteraufzahlung angegeben
werden, sondern miisste wie list in (1.1) auf Seite 8 durch entsprechende Operationssymbole
aufgebaut werden. Um die Ubersichtlichkeit zu steigern, wird hier aber diese vereinfachte
Notation verwendet.

27



2. Zeitplanung mit Constraints

eine abgeschwichte Form der Grenzenkonsistenz hergestellt werden, die fiir
praktische Zwecke ausreichend ist.
Im Folgenden werden die wichtigsten Regeln vorgestellt.

2.2.1. Uberlasterkennung

Durch diese Regel ist es nicht moglich, Einschrankungen an den Werteberei-
chen vorzunehmen. Es konnen aber viele Fille erkannt werden, in denen ein
SingleResource-Constraint inkonsistent ist.

Regel 2.3 (Uberlasterkennung#). Sei T die Menge der an einem SingleResource-
Constraint C beteiligten Aktivitdten. Fiir alle ® C T gilt:

Wenn estg + pg > Ictg ist, ist die durch C modellierte Ressource iiberlastet,
d. h. C ist inkonsistent.

In Abbildung 2.7 wird eine Anwendung dieser Regel gezeigt.

\ |
{ \ C)

Ictg < esto+pg t

Abbildung 2.7: Eine Anwendung der Regel zur Uberlasterkennung. Die Ak-
tivititen der Menge © kdnnen nicht rechtzeitig fertiggestellt
werden.

Die Uberlast-Regel kann mit einem Zeitaufwand von O(nlogn) implemen-
tiert werden, indem folgende dquivalente Regel verwendet wird [Vilog, Seite

338l

Regel 2.4 (Variante der Uberlasterkennung). Sei T die Menge der an einem
SingleResource-Constraint C beteiligten Aktivititen und j € T eine von ihnen.
Fir © := {i € T | lct; < lct;} gilt:

Wenn ECT(O) > Ictg = Ict;, dann ist die durch C modellierte exklusive
Ressource tiberlastet.

4 Vgl. [Wolo3, Seite 741].
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2.2. Exklusive Ressourcen

2.2.2. Not-First/Not-Last-Regel

Die Not-First- und die Not-Last-Regel konnen erkennen, dass eine Aktivitat i
nicht als erste beziehungsweise letzte Aktivitdt einer Teilmenge ® C T einge-
plant werden kann. Die beiden Regeln sind symmetrisch, sodass hier nur die
Not-Last-Regel betrachtet wird.

Regel 2.5 (Not-Last®). Sei C ein SingleResource-Constraint und T die Menge der
daran beteiligten Aktivitdten. Fiiralle ® C Tund i € T\ O gilt:

Wenn estg + pg > Ist;, dann kann 7 nicht die letzte Aktivitdt in der Menge
© Ui sein und i muss vor dem spitesten Beginn der letzten Aktivitit in ©
beendet sein, sodass folgende Einschrankung moglich ist:

Ict; := min {lcti, Ijré%x {lstj}} .

In Abbildung 2.8 ist eine Anwendung dieser Regel zu sehen. Sie kann in
O(nlogn) implementiert werden [Vilog, Seite 409].

| | [ | 5
{ \ { 11
| | }@ [ | 1
| \ { ]2
| K | K
Ist; < estg+ Po t IS'[]'2 lstjl t
(a) Die Aktivitat i kann nicht als letzte der (b) Durch Anwendung der Regel kann Ict;
Menge © U {i} eingeplant werden. auf max;cp{lst;} abgesenkt werden.

Abbildung 2.8: Eine Anwendung der Not-Last-Regel

2.2.3. Edgefinding

Die Edgefinding-Regel ist in gewisser Weise das Gegenstiick zur Not-First/Not-
Last-Regel: Da sie erkennt, wenn eine Aktivitdt innerhalb einer Menge als
letzte (beziehungsweise erste) eingeplant werden muss, konnte man sie auch
als Is-First/Is-Last-Regel bezeichnen.® Es existieren wieder zwei symmetrische
Varianten, von denen hier nur eine vorgestellt wird.

5 Vgl. [TLoo].

® Der Name der Not-First/Not-Last hat sich erst spét herauskristallisiert [TLoo]. Frither wurde
diese Regel als eine Variante von Edgefinding betrachtet [BPg5], aber selten implementiert.
Der konzeptionellen Klarheit wegen bezeichnet Edgefinding in dieser Arbeit ausschliefilich
die in diesem Abschnitt vorgestellte Regel.
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2. Zeitplanung mit Constraints

Regel 2.6 (Edgefinding?). Sei C ein SingleResource-Constraint und T die Menge
der daran beteiligten Aktivitdten. Fiir alle ® C Tund i € T \ O gilt:

Wenn Ictg < estoyiy +Pgy {iy dann muss 7 die letzte Aktivitdt in der Menge
© U1 sein, sodass i erst nach dem spitesten Ende der letzten Aktivitit in ©
begonnen werden kann und die folgende Einschrankung moglich ist:

est; := max {est;, ECT(O)}.

In Abbildung 2.9 ist eine Anwendung dieser Regel illustriert. Sie kann in
O(nlogn) implementiert werden [VBCo4].8 Dabei werden — &hnlich wie bei der
Variante der Uberlasterkennung in Regel 2.4 — nur manche ©® C T betrachtet,
wodurch aber immer noch alle méglichen Einschrankungen gefunden werden:

Proposition 2.7 (Effizientes Edgefinding?®). Sei C ein SingleResource-Constraint
und T die Menge der daran beteiligten Aktivititen.

e Es geniigt, die Edgefinding-Regel fiir alle i,j € T mit Ict; > Ict; auf i und
O = {j' € T | Icty < Ict;} anzuwenden, wenn statt der urspriinglichen
Bedingung Icte < estoy(i) +Pgyy;y die Bedingung lcte < ECT(O U {i})
verwendet wird.

o Ist die Edgefinding-Regel in der obigen Variante sowohl auf i und j; als auch auf
i und j, anwendbar und ist dariiberhinaus Ict;, <lct;,, so geniigt es, die Regel
fiir i und j, anzuwenden, da die Anwendung auf i und j; nur eine schwiichere
Einschrinkung ergeben wiirde.

%

= =
—— © —— ®
| |

i

1

|
lctg <ECT(O U {i}) t ECT(O) t

(a) Die Regel ist anwendbar fiir die (b) Nach der Anwendung der Regel ist est;
Aktivititen aus © und i mindestens ECT(O)

Abbildung 2.9: Eine Anwendung der Edgefinding-Regel

7 Vgl. [BPg6].

8 Bereits Carlier und Pinson [CPg4] hatten einen Algorithmus mit diesem Aufwand vorgestellt,
der jedoch wegen komplexerer Datenstrukturen in der Praxis langsamer arbeitet.

9 Vgl. [VBCoy, Seite 64], dort findet sich auch ein Beweis.
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2.2. Exklusive Ressourcen

2.2.4. Erkennbare Prizedenzen

Diese Filterregel dhnelt dem Filteralgorithmus fiir das Disjunctive-Constraint,
der in Listing 2.3 auf Seite 24 angegeben ist: Zuerst wird wieder gepriift, ob
eine Aussage iiber die Reihenfolge gemacht werden kann, um in diesem Fall
eine geeignete Einschrankung vorzunehmen. Wahrend dafiir beim Disjunctive-
Constraint die Information vorliegt, dass zwei Aktivitdten tiberschneidungs-
frei sein miissen, ist dies bei der Verwendung des globalen SingleResource-
Constraints fiir eine ganze Menge von Aktivititen bekannt. Diese Information
kann genutzt werden, indem eine Aktivitdt nicht nur im Vergleich zu einer
einzelnen, sondern im Vergleich zu einer Menge von Aktivitdten betrachtet
wird:

Regel 2.8 (Erkennbare Prazedenzen'). Sei C ein SingleResource-Constraint und
T die Menge der daran beteiligten Aktivitdten. Fiir alle Aktivitdten i € T und
Mengen © C {j e T | Ist; < ect;,j # i} gilt:

Die Aktivitat i muss nach allen Aktivititen in © eingeplant werden, was die
folgende Einschrankung ermoglicht:

est; := max {est;, ECT(O©)}

Diese Regel wird in Abbildung 2.10 veranschaulicht. Wie bei Not-First/Not-
Last existiert wieder eine symmetrische Regel. Mit einem Zeitaufwand von
O(nlogn) konnen alle erkennbaren Prizedenzen gefunden und die entspre-
chenden Einschrankungen durchgefiihrt werden [Vilog, Seite 342].

L | L |
[ | I I
L | © L | ©
[ | [ I
| K | K
ect; t ECT(O) t
(a) Keine der Aktivitdten in @ kann nach i (b) Die Aktivitdt i kann erst begonnen
eingeplant werden. werden, wenn © abgeschlossen ist.

Abbildung 2.10: Eine Anwendung der Regel fiir erkennbare Prazedenzen

1°Vgl. [Vilog, Seite 341].
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2. Zeitplanung mit Constraints

2.2.5. Prazedenz-Graph

Die zuletzt vorgestellte Regel unterliegt einer nicht unwesentlichen Einschréan-
kung: Sie kann nur dann angewendet werden, wenn die vorliegende Prazedenz
zwischen einer Aktivitdt i und einer Menge ® erkennbar ist, also die Vorbedin-
gung © C {j € T | Ist; < ect;,i # j} zutrifft. Daneben gibt es aber auch noch
weitere Arten von Prazedenzen: So kann beispielsweise ein Before-Constraint
abgesetzt werden, ohne dass die dadurch geforderte Prazedenz erkennbar wird.
Ein Beispiel hierfiir ist in Abbildung 2.11 zu sehen.

] | ]
ect; < est; Ict; < ect; t ect; < Ist; t
(a) Es gilt Before(i, j) und der zugehorige (b) Die Prazedenz »i vor j« kann dennoch
Filteralgorithmus findet keine weitere nicht aus den Wertebereichen abgeleitet
Einschrankung. werden, da Ist; £ ect;.

Abbildung 2.11: Die durch Before(i, j) geforderte Prazedenz ist nicht erkennbar.

Solche Before-Constraints konnen sowohl bei der Modellierung eines Problems
als auch bei der spezialisierten Suche auftreten, die in Abschnitt 2.3 beschrieben
ist. Die Schwierigkeit besteht dabei nicht im Filtern dieser Prazedenzen — dafiir
werden Before-Constraints abgesetzt —, sondern im transitiven Abschluss der
Prazedenz-Relation: Wenn »i vor j« und »j vor k« gilt, muss auch »i vor k«
gelten. Sobald mindestens eine der urspriinglichen Prdzedenzen »i vor j« und
»j vor k« erkennbar und die andere propagiert ist (beispielsweise mittels Before-
Constraint), ist auch die kombinierte Prazedenz »i vor k« erkennbar [Vilo2,
Proposition 2].

Wenn zuvor ein Algorithmus fiir erkennbare Prazedenzen ausgefiihrt wurde,
miissen also nur noch Prizedenzen aus dem transitiven Abschluss der nicht-
erkennbaren Prazedenzen betrachtet werden. Dazu miissen beim Filtern fiir
ein bestimmtes SingleResource-Constraint die beteiligten Aktivitdten paarweise
betrachtet und eine gegebenenfalls vorliegende Prazedenz wie beim Before-
Constraint (Listing 2.2 auf Seite 24) umgesetzt werden. Das verursacht einen
Zeitaufwand von O(n?).

Die Berechnung des transitiven Abschlusses der Prazedenz-Relation geschieht
am besten global fiir das gesamte CSP (und nicht lokal fiir die einzelnen
Constraints), weil in einem CSP sehr viele SingleResource-Constraints enthalten
sein konnen. Da sehr oft auf den transitiven Abschluss zugegriffen werden muss,
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2.2. Exklusive Ressourcen

bietet es sich an, diesen in Form einer Adjazenzmatrix im Speicher zu halten.
Dadurch kann in O(1) gepriift werden, ob fiir ein Paar von zwei Aktivititen
eine Prazedenz vorliegt. Diese Adjazenzmatrix muss jedes Mal aktualisiert
werden, wenn eine neue Prizedenz bekannt wird. Der beste hierfiir bekannte
Algorithmus benétigt O(n?) Zeit, wobei 1 hier die Anzahl der Aktivititen ist,
tiber die eine (nicht-erkennbare) Prdazedenz bekannt ist [Sano4; DIo6].

2.2.6. Kombination der Algorithmen

Diese Regeln werden in Algorithmen umgesetzt, die allerdings bis auf die
Uberlasterkennung nicht idempotent sind. Da in der Constraint-Propagation
die Idempotenz der einzelnen Filteralgorithmen vorausgesetzt wird, ist ei-
ne Fixpunkt-Iteration notwendig — die einzelnen Algorithmen werden so oft
ausgefiihrt, bis sie keine weiteren Einschrankungen mehr erkennen. Die Rei-
henfolge der einzelnen Algorithmen spielt fiir den errechneten Fixpunkt keine
Rolle, wohl aber fiir die Laufzeit. Der folgende Ansatz ist in der Praxis am
schnellsten [Viloy, Abschnitt 2.3]:

Listing 2.4: Fixpunktiteration im Filteralgorithmus fiir SingleResource

repeat
repeat
repeat
repeat
if Uberlasterkennung schlégt an then
fail
Filtere durch erkennbare Prazedenzen
until keine weitere Einschrankungen
Filtere durch Not-First-Not-Last
until keine weitere Einschrankungen
Filtere durch Edgefinding
until keine weitere Einschrankungen
Filtere durch Prazedenz-Graph
until keine weitere Einschrankungen
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2. Zeitplanung mit Constraints

2.3. Spezialisierte Suchstrategien

Bei der Zeitplanung mit Mitteln der Constraint-Programmierung wird in der
Regel mit einer diskretisierten Zeitachse gearbeitet, um endliche Doménen zu
erhalten und damit die Terminierung sicherstellen zu kénnen."* Dennoch soll
die Zeit moglichst genau nachgebildet werden; Sarkarati [Saroy] verwendet
etwa eine Auflosung von fiinf Sekunden. Da er hierbei Zeitraume von mehreren
Tagen betrachtet, konnen die Doménen entsprechend viele Werte enthalten.
Der auf Seite 12 vorgestellte Algorithmus zur Suche mit Backtracking kommt
bei so grofien Doménen an seine Grenzen, da der Suchbaum unbeherrschbar
grof wird und benachbarte Werte aus Doménen héufig keinen relevanten
Unterschied fiir den Rest der Suche ergeben. Dadurch tritt der Effekt auf,
dass benachbarte Teilbaume quasi identisch sind. Besonders wenn erst etliche
Ebenen tiefer eine Inkonsistenz festgestellt wird, fiihrt dies zu unnétig haufigem
Durchprobieren mit entsprechend langer Laufzeit.

Dieses Problem kann dadurch gelost werden, dass die einzelnen Suchentschei-
dungen (Knoten im Suchbaum) nicht einen Wert aus einer Doméne auswihlen,
sondern ganze Intervalle auf einmal ausschliefien. Das kann dadurch erreicht
werden, dass fiir zwei Aktivititen auf derselben exklusiven Ressource entschie-
den wird, in welcher Reihenfolge sie ausgefiihrt werden. Dazu wird vor der
Propagation ein entsprechendes Before-Constraint abgesetzt, das beim Back-
tracking wieder entfernt wird. Tabelle 2.2 vergleicht die beiden Suchstrategien
miteinander.

Der sehr viel geringeren Anzahl von Moglichkeiten an den einzelnen Kno-
ten steht dabei eine etwas grofsere Suchbaumtiefe gegeniiber. Aufgrund der
Transitivitdt von Before ist aber nach den Entscheidungen »i vor j« und »j vor
k« die Entscheidung »k vor i« nicht mehr moglich. Dadurch ist an vielen der
zusétzlichen Ebenen nur eine Entscheidung moglich. Insgesamt ergibt sich
bei CSPs mit exklusiven Ressourcen ein erheblicher Geschwindigkeitsvorteil
fiir die spezialisierte Suche, der das Losen vieler Probleme tiberhaupt erst
ermdglicht. In der Bibliothek firstcs ist diese spezialisierte Suche in der Klasse
ResourceLabel realisiert.

In der Praxis ergibt sich lediglich eine Schwierigkeit: Da am Ende der spe-
zialisierten Suche nur die Reihenfolge der einzelnen Aktivitdten, aber nicht

1 Bei unendlichen Dominen kann es vorkommen, dass eine Fixpunktberechnung in eine End-
losschleife 14uft, was etwa bei dem CSP C = {x € [0,1],y € [0,1],x < y,y < x} der Fall ist.
Beim Herstellen der lokalen Konsistenz werden aus den Doménen von x und y immer nur
einzelne Werte herausgenommen, was wegen der unendlichen Doméanen niemals zu einem
Fixpunkt fiihrt. Bei endlichen Doménen kénnen nur endlich viele Werte aus den Doménen
entfernt werden und die Terminierung ist sichergestellt.
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2.4. Optionale Aktivititen

Tabelle 2.2: Vergleich der auf exklusive Ressourcen spezialisierten Suche mit
der Standardsuche

Standardsuche Suche fiir
exklusive Ressourcen

Art der Wihle einen Wert w € D(x) Waihle eine Reihenfolge von

Entscheidungen aus einer Doméne zwei Aktivitdten

Kinder pro |D(x)] maximal 2

Knoten

Tiefe des Anzahl der Variablen %(n'2 + n) bei einer Ressour-

Suchbaums ce mit n Aktivititen

Bei Erfolg sind alle Domé&nen kann es noch mehrelementi-
einelementig ge Doménen geben

notwendigerweise ihre genauen Startzeiten und Dauern festgelegt sind, miissen
zum Finden einer Losung noch zusédtzliche Schritte unternommen werden.
Dies ist in jedem Fall mit normaler Tiefensuche mit Werteauswahl moglich, fiir
spezielle Probleme kann es aber auch effizientere Verfahren geben. So konnen
Losungen fiir Job-Shop Probleme ohne weiteres Backtracking ermittelt werden,
wenn die Werte in der richtigen Reihenfolge zugewiesen werden. In firstcs ist
diese Erweiterung in der Klasse JobShopLabel realisiert.

2.4. Optionale Aktivititen

Die bisher betrachteten Aktivitdten waren alle obligatorisch. Haufig ist jedoch
nicht von Anfang an bekannt, ob eine Aktivitat wirklich Bestandteil einer
Losung werden wird. Ein Beispiel hierfiir sind die zu Beginn des Kapitels
erwdhnten alternativen Ressourcen, deren Aktivititen auf genau einer der
beteiligten exklusiven Ressourcen eingeplant werden miissen. Aus Sicht der
exklusiven Ressourcen sind die Aktivitdten optional, da noch nicht bekannt ist,
ob sie auf dieser Ressource eingeplant werden.

Ein weiteres Beispiel ist die von Sarkarati [Saroy] beschriebene Planung von
Experimenten, die auf einem Forschungssatelliten durchgefiihrt werden sollen.
Hierbei besteht ein Uberangebot von moglichen Experimenten, aus dem eine
Teilmenge ausgewdhlt werden muss. Die Aktivitdten, die die Experimente
modellieren, sind also optional.
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2. Zeitplanung mit Constraints

Definition 2.9 (Erweiterte Aktivitat).
(a) Eine erweiterte Aktivitit ist eine Aktivitat i (vgl. Definition 2.1 auf Seite 20),
deren Status durch eine zusétzliche Eigenschaft beschrieben wird:

status; € {enabled, optional, disabled }

(b) Bei status; = optional heifst i optionale Aktivitit, bei status; = enabled
heifst i obligatorische oder aktivierte Aktivitit und bei status; = disabled
heif3t i deaktivierte Aktivitiit.

(c) Eine Menge von erweiterten Aktivititen T kann in die (disjunkten) Men-
gen Tenabled, Toptional UNd Tyisabled Zerlegt werden, die jeweils alle aktivier-
ten, optionalen und deaktivierten Aktivitdten enthalten.

In Constraintsystemen kann diese Eigenschaft durch eine zusitzliche Variable
status; realisiert werden, deren Doméne die Werte {1} fiir enabled, {0} fiir
disabled und {0,1} fiir optional annimmt. Dadurch wird ausgedriickt, dass
eine optionale Aktivitat in einer Losung (die der Statusvariable einen festen Wert
zuordnen muss) entweder aktiviert oder deaktiviert sein kann. In Tabelle 2.3
wird gezeigt, wie sich der Status im Verlauf der Suchraumeinschrankung
entwickeln kann.

Tabelle 2.3: Mogliche Statusanderungen einer erweiterten Aktivitit bei Such-
raumeinschrankungen: Es konnen nur Elemente aus der Doméne
von status; entfernt werden.

status; Domine mdogliche Uberginge
enabled {1} A

optional {0,1} | |

disabled {0} \ ‘
inkonsistent %) \

2.4.1. Suche mit optionalen Aktivititen

Diese zusétzlichen Variablen miissen auch bei der Suche berticksichtigt werden.
Bei der einfachen Tiefensuche mit Backtracking ist dies problemlos moglich,
indem sie in die Liste der zu beriicksichtigten Variablen aufgenommen werden.
Die auf exklusive Ressourcen spezialisierte Suche aus Abschnitt 2.3 muss
hingegen fiir optionale Aktivititen angepasst werden, da sie an keiner Stelle
die Status-Variablen berticksichtigen konnte. Dies kann dadurch geschehen,
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2.4. Optionale Aktivititen
dass an den einzelnen Knoten nicht nur die beiden Alternativen »i vor j« und
»i nach j«, sondern die folgenden fiinf Falle betrachtet werden:

e i und j aktiviert, i vor j

e i und j aktiviert, i nach j

i aktiviert, j deaktiviert

i deaktiviert, j aktiviert

i und j deaktiviert.”?

2.4.2. Filtern mit optionalen Aktivititen

Durch die Erweiterung des Aktivitatsbegriffs ergeben sich auch Anderungen
fiir die Filteralgorithmen fiir exklusive Ressourcen, da die paarweise Uberlap-
pungsfreiheit sich nur auf obligatorische Aktivitdten bezieht. Die bestehenden
Algorithmen konnen nur weiterverwendet werden, wenn statt der Menge T
aller am Constraint beteiligten Aktivitdten nur die Menge Tenapleq der obligato-
rischen Aktivitdten betrachtet wird. Fiir die deaktivierten Aktivitdten ist dieses
Ignorieren auch die einzig richtige Herangehensweise, da sie aus Sicht der
Ressource ja nicht vorhanden sein sollen. Optionale Aktivitdten zu ignorieren
bedeutet jedoch, Informationen ungenutzt zu lassen, und damit mogliche Ein-
schrankungen nicht durchfiihren zu kénnen. Besonders bei CSPs mit vielen
optionalen Aktivitdten bedeutete dies einen erheblichen Zeitverlust, da unnétig
viele Teile des Suchbaums durchsucht wiirden.

Die Filteralgorithmen fiir optionale Aktivititen miissen der Anforderung
geniigen, dass wenn eine Aktivitdt spater deaktiviert wird, keine Einschrankung
vorgenommen wurde, die nicht auch bei einer deaktivierten Aktivititen moglich
gewesen ware. Andernfalls wére der Filteralgorithmus nicht korrekt, da er durch
diese ungerechtfertigten Einschrankungen mogliche Losungen verlieren kdnnte.
Da deaktivierte Aktivititen keine andere Aktivitidt beeinflussen diirfen, diirfen
auch optionale Aktivitdten nur sich selbst beeinflussen. Dies kann auf zweierlei
Weise geschehen:

2 Diese Suchstrategie hat den Vorteil, dass dort wo die Reihenfolge der Aktivitdten feststeht, nun
auch deren Status feststeht, sodass die Auswirkungen auf tibrige Ressourcen und Aktivitdten
maximiert werden. Ein noch friiheres Festlegen des Status wére nicht sinnvoll, da allein dafiir
exponentiell viele Moglichkeiten existieren, die ohne feste Reihenfolge kaum Ansédtze zum
Filtern bieten.
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2. Zeitplanung mit Constraints

1. Wenn fiir eine optionale Aktivitdt 0 € Toptional Einschréankungen fiir die
Menge Tenapled U {0} ableitbar sind, die sich auf Eigenschaftsvariablen
ebendieser Aktivitdt o auswirken, konnen diese durchgefiihrt werden.
Diese Einschrankungen konnen sich aus den im vorherigen Abschnitt
vorgestellten Regeln ergeben.

2. Wenn eine optionale Aktivitdt 0 € Typtional bei ihrer Aktivierung eine
Inkonsistenz verursachen wiirde, kann sie durch Setzen von status, :=
disabled deaktiviert werden. Neben der Uberlast-Regel kénnen auch die
tibrigen Regeln Inkonsistenzen erkennen, wenn die von ihnen fiir die
Menge Tenaplea U {0} abgeleiteten Einschrankungen die Doméne einer
Eigenschaftsvariable einer beliebigen Aktivitdt zur leeren Menge verklei-
nern wiirde. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn die Edgefinding-Regel
einen Wert fiir est; errechnet, der grofser als lst]- ist.

Ein bestehender Filteralgorithmus kann auf triviale Weise fiir optionale
Aktivitdten erweitert werden, indem die optionalen Aktivitdten der Reihe nach
durchprobiert werden:

Listing 2.5: Erweiterung zur Berticksichtigung von optionalen Aktivitdten

Fiihre den urspriinglichen Filteralgorithmus fir T.napleq QUS
for 0 € Toptional do
Fihre den urspriinglichen Filteralgorithmus fur Tenapieq U {0} aus,
Ubernehme dabei nur die Einschrankungen fiir o und
setze status, = disabled falls eine Inkonsistenz auftritt

Dieses Vorgehen hat aber einen entscheidenden Nachteil: Durch die Schleife
verschlechtert sich die asymptotische Laufzeit um Faktor #n, da im Extremfall
alle Aktivititen optional sein kénnen. Ein O (n?)-Algorithmus benétigt in dieser
Erweiterung O (n®) Zeit, ein O(nlogn)-Algorithmus O(n?logn). Dabei kommt
es insbesondere bei vielen optionalen Aktivitidten zu langeren Laufzeiten, die
den Zeitgewinn durch die zuséatzlich gefundenen Einschrankungen zunichte
machen.

Aus diesem Grund gibt es spezielle Erweiterungen der Filteralgorithmen,
die optionale Aktivitdten berticksichtigen und dennoch {iiber eine gute Lauf-
zeitschranke verfiigen. Vilim, Bartdk und Cepek haben Algorithmen zur Uber-
lasterkennung und Not-First/Not-Last-Erkennung [VBCo4] sowie erkennbare
Prizedenzen [VBCos] vorgestellt, die mit O(nlogn) den gleichen asympto-
tischen Zeitaufwand haben wie ihre Pendants ohne Behandlung optionaler
Aktivitaten.
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2.4. Optionale Aktivititen

Das Filtern durch den Prdazedenz-Graphen lésst sich nur schwer fiir optionale
Aktivitdten erweitern, da dabei auf eine globale Adjazenzmatrix zugegriffen
wird, die dann in einer zusétzlichen Variante pro optionaler Aktivitdt vorgehal-
ten oder wiederholt neuberechnet werden miisste.

Effizientes Edgefinding fiir optionale Aktivititen wird hingegen von Vilim
als ein noch offenes Forschungsproblem benannt [Viloy, Seite 51]. Bisher war
nur ein O(n®)-Algorithmus bekannt [BFgg], der durch die oben dargestellte
Technik (Listing 2.5) und den O(nlogn)-Algorithmus fiir Edgefinding ohne
optionale Aktivititen auf O(n?logn) verbessert werden kann. Im folgenden
Kapitel wird ein neuer Algorithmus vorgestellt, der Edgefinding fiir optionale
Aktivititen erstmals in O(n?) ermoglicht.
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3. Edgefinding mit
optionalen Aktivitiaten
Ich bin in meinem Tun frei, und

das bedeutet, dass ich immer
mehrere Moglichkeiten habe.

Peter Bieri, Philosoph und
Schriftsteller

In diesem Kapitel wird ein neuer Algorithmus fiir Edgefinding mit optiona-
len Aktivititen vorgestellt, der mit einer asymptotischen Laufzeit von O(n?)
auskommt.” Der beste bisher bekannte Algorithmus benotigt hierfiir mindes-
tens O(n?logn) (vgl. Abschnitt 2.4.2). Die tatsichliche Laufzeit dieser beiden
(und zweier weiterer) Algorithmen wird in Kapitel 4 untersucht.

3.1. Berechnung der friihesten Fertigstellungszeit

Im neuen Algorithmus sind einige Ideen aus dem Edgefinding-Algorithmus
von Vilim, Bartdk und Cepek [VBCO4] wiederverwendet und weiterentwickelt
worden. Dabei handelt es sich vor allem um die Berechnung der friihesten Fer-
tigstellungszeit. Die bestehenden Ansédtze miissen zur Behandlung optionaler
Aktivitaten erweitert werden.?

Sei also © eine Menge von Aktivitdten, deren friiheste Fertigstellungszeit
gemaf (2.5) wie folgt abgeschitzt werden kann:

ECT(® 29 max {estgr + pgo
0'Co Pe

! Dieser Algorithmus wird auch in einem vom Autor dieser Arbeit verfassten Artikel beschrie-
ben [Kuhoy], der fiir die International Conference on Applications of Declarative Programming and
Knowledge Management (INAP 2007, http://wwwl.informatik.uni-wuerzburg.de/databases/
INAP/2007/) angenommen wurde.

2 Fiir die symmetrische Variante der Edgefinding-Regel wird auch die spéteste Startzeit LST(©)
benotigt. Da deren Berechnung aber ebenfalls symmetrisch zu der der frithesten Fertigstel-
lungszeit ist, wird hier auf eine explizite Darstellung verzichtet.
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3. Edgefinding mit optionalen Aktivititen

Die Motivation fiir die Abschdtzung besteht darin, dass kein effizientes
Verfahren zur genauen Berechnung der frithesten Fertigstellungszeit bekannt
ist. Dartiber hinaus gilt:

Proposition 3.1 (Komplexitiat von ectg). Die genaue friiheste Fertigstellungszeit
ectg einer Aktivititenmenge ® kann nicht mit polynomiellem Aufwand berechnet
werden, es sei denn P = NP.

Beweis. Annahme: ectg kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Wenn alle sogenannten Task-Intervalle ® C T die Ungleichung ectg < Ictg
erfiillen, konnen alle am Constraint beteiligten Aktivitdten tiberlappungsfrei
geplant werden [CL94]. Das Task-Intervall [iy, 1] zweier Aktivititen i1,i, € T
umfasst dabei alle Aktivititen j € T mit est; < est; und Ict; < Ict;,. Da es nur
O(n?) Task-Intervalle gibt und Polynome unter Verkettung abgeschlossen sind,
kann das Problem der Planung auf einer exklusiven Ressource durch einen
deterministisch polynomiellen Algorithmus entschieden werden. Weil dieses
Problem (wie bereits erwdhnt) NP-vollstandig ist [G]79, Seite 236], folgt aus der
Annahme P = NP. O

Da durch die Edgefinding-Regel, wie in Abbildung 2.9 auf Seite 30 illustriert,
die friiheste Startzeit einer Aktivitit i auf ECT(©) angehoben wird, darf ECT(©)
nur nach unten von der tatsidchlichen friihesten Fertigstellungszeit abweichen:
Auf diese Weise verliert die Einschrankung zwar an Schérfe, bleibt aber auf
jeden Fall zuldssig.3

Proposition 3.2 (Abschitzung durch ECT(®)). Sei O eine Menge von Aktivititen
und ectg ihre tatsichliche friiheste Fertigstellungszeit, so gilt

ECT(O) < ectp .

Beweis. Sei ®' C O beliebig, aber fest.

Es gilt ectgr < ectp, weil das Hinzunehmen weiterer Aktivititen die friiheste
Fertigstellung zwar verzogern, aber nicht beschleunigen kann.

Weiterhin gilt estgr +pg < ectg, weil vom frithestmoglichen Start einer
Aktivitdtenmenge bis zu deren frithestmoglichen Fertigstellung alle enthaltenen
Aktivititen Zeit finden miissen.

Insgesamt gilt also estgr + pg < ectg fiir alle ®' C O, und damit auch

ECT(©) = max {ester +po } < ecto . O

3 Dies gilt ebenso fiir die tibrigen in Abschnitt 2.2 vorgestellten Regeln.
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3.1. Berechnung der friihesten Fertigstellungszeit

Es bleibt noch zu zeigen, wie die Abschitzung ECT(0O) effizient berechnet
werden kann. Dazu konnen zwei Verfahren angewandt werden, die beide auf
der folgenden Proposition aufbauen:

Proposition 3.3 (Berechnung von ECT(®)#). Sei T eine Menge von Aktivititen
und t ein beliebiger Zeitpunkt.

Fiir jede Partition LUR = T, LNR = @ von T mit ¥Vl € L : esty < t und
Vr € R :est, > t gilt

ECT(T) = max {ECT(L) +).p; ECT(R)} .
jeR

Die erste Berechnungsmethode sind die von Vilim [Vilog] eingefiihrten ©-
Biaume. Ein ®-Baum ist ein balancierter Bindrbaum, dessen Blitter die nach
frithester Startzeit sortierten Aktivititen aus © sind.> In Abbildung 3.1 ist ein
®-Baum mit vier Aktivititen zu sehen.

P{1234} = 25
ECT({1,2,3,4}) = 45

p{l,Z} =11 p{3,4} =14
ECT({1,2}) = 31 ECT({3,4}) = 44

Abbildung 3.1: Ein @-Baum mit vier Aktivitdten, vgl. [VBC05, Seite 406]

4+ Vgl [VBCos, Seite 405]. Dort findet sich auch ein Bewetis.
Es in der Praxis hat es sich als am effizientesten erwiesen, fiir Aktivititen i € T \ ©, die in der
betrachteten exklusiven Ressource, aber nicht in ® enthalten sind, dennoch Blatter vorzuhalten.
Ihnen werden die Werte p; = 0 und ect; = —oo zugeordnet, sodass sie keinen Einfluss auf die
Berechnung haben. Auf diese Weise werden teure Speicherverwaltungsoperationen vermieden,
die sonst bei Anderungen an der Baumstruktur notwendig wéren.
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3. Edgefinding mit optionalen Aktivititen

An den inneren Knoten k des Baums werden fiuir die Aktivititen in den
Blattern des zu k gehorigen Teilbaums jeweils die Dauer p, und die geschitzte
fritheste Fertigstellungszeit ECT) gespeichert, die wie folgt aus den beiden
Kindknoten left(k) und right(k) berechnet werden kénnen:

Pk = Pleft(k) T Pright(k) (3.1)
ECT, = max {ECTleﬁ(k) + Pright(e) ECTright(k)} (3.2)

Waihrend der erste Zusammenhang offensichtlich ist, ergibt sich der zweite aus
Proposition 3.3. Fiir Blattknoten k; zu einer Aktivitit i € © gilt p, = p; und
ECTk’. = ect;.

In der Wurzel r dieses Baums kann die geschétzte friiheste Fertigstellungszeit
von © mit konstantem Aufwand ausgelesen werden, weil aufgrund von Propo-
sition 3.3 ECT(®) = ECT, gilt. Der Preis hierfiir ist, dass bei jeder Verdnderung
von @ der Baum entsprechend aktualisiert werden muss. Aus Tabelle 3.1 ist der
damit verbundene Aufwand ersichtlich.

Tabelle 3.1: Zeitaufwand von Operationen in @-Baumen und der einfachen
Schleife aus Listing 3.1. ®; bezeichnet eine beliebige, von © ver-
schiedene Menge.

Operation ©-Baum [Vilog, Seite 338] Schleife

Initialisierung O(nlogn) einmalig plus  O(nlogn) einmalig

O(n) pro Baum
©:=0U{i} O(logn) O(1)
©:=0\{i} O(logn) O(1)
ECT(O) 0(1) O(n)
ECT(OU{j}) O(logn) O(n)
ECT(0,) O(n) (neuer Baum) O(n)

Beim Hinzufiigen und Entfernen einzelner Aktivititen wird jeweils ausge-
nutzt, dass nur die Knoten auf dem Pfad vom Blattknoten der Aktivitit zur
Wurzel betrachtet werden miissen, weil sich im Rest des Baumes keine Ver-
anderungen ergeben. Da ein balancierter Bindrbaum nur O(logn) tief ist, ist
dies auch der Aufwand dieser Aktualisierungen. Da ® in den Filteralgorithmen
in der Regel nur einmal initialisiert, aber in einer Schleife n-mal aktualisiert
und ECT(O) ermittelt werden muss, bieten @-Biaume hierfiir einen Zeitvorteil.
Dieser ermoglichte es Vilim [Vilo4], den Aufwand zahlreicher Filteralgorithmen
fiir exklusive Ressourcen ohne optionale Aktivititen von O(n?) auf O(nlogn)
zu driicken.
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3.1. Berechnung der friihesten Fertigstellungszeit

Eine Einschrankung der ©-Baume besteht darin, dass nur kleine, iterative
Verdnderungen an @ vorgenommen werden konnen. Treten grolere Anderun-
gen auf — etwa wenn eine von ® unabhingige Aktivititenmenge O, betrachtet
werden soll -, muss der komplette Baum neu aufgebaut werden. Dies verursacht
einen Zeitaufwand von O(n), wobei sehr grole konstante Faktoren auftreten.
Wenn fiir eine Aktivititenmenge @, nur einmalig die friiheste Fertigstellungs-
zeit berechnet werden soll, verbessert es daher die Laufzeit, wenn statt eines
©-Baums ein spezialisiertes Verfahren zum Einsatz kommt.

Dazu kann eine Schleife verwendet werden, die tiber die Aktivititen j € T
in aufsteigender Reihenfolge ihrer friihesten Startzeit est; iteriert. Im Rumpf
dieser Schleife wird jeweils berechnet, welche Dauer und geschétzte friitheste
Fertigstellungszeit die bisher betrachteten Aktivitdten zusammen haben, wobei
Aktivititen aus T \ © nicht berticksichtigt werden. Bezeichne L die Menge
der bisher betrachteten Aktivititen, L' := L U {j} die Menge der nach diesem
Schleifendurchlauf betrachteten Aktivitiaten und ect; eine Variable, in der die
geschitzte fritheste Fertigstellungszeit von L gespeichert wird — es gilt also
ecty = ECT(®NL).°

Ausgehend von Proposition 3.3 auf Seite 43 kann R := {j} und T := L’
gewdhlt werden, sodass sich ect;, wie folgt berechnen ldsst:

t+pect;t fallsje O
ecty = {max {ects+pyect} falls (3-3)

ectr, sonst

Dabei fillt wie bei @-Baumen einmalig ein Aufwand von O(nlogn) zur
Sortierung der Aktivitdten nach est; an. Das Auslesen von ECT(®) benotigt
O(n), jedoch entfillt das Aktualisieren einer Datenstruktur, wenn @ verdndert
wird.

Insgesamt ergibt sich folgender Algorithmus:

Listing 3.1: Berechnung von ECT(®) mit einer Schleife

// Voraussetzung: Die Aktivitaten liegen sortiert nach est; vor.
ect ;= —o0 // ect initialisieren
for j € T in aufsteigender Reihenfolge von est; do
if j € © then
aktualisiere ect gemall (3.3)
return ect

¢ Der Index in ect; dient nur der konzeptuellen Klarheit; bei der Implementierung gentigt eine
einfache Variable ect anstelle eines Arrays, weil immer nur auf den zuletzt berechneten Wert
zugegriffen wird.
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3. Edgefinding mit optionalen Aktivititen

3.1.1. Auswahl zusitzlicher Aktivititen

Bereits beim Edgefinding-Algorithmus von Vilim, Bartak und Cepek [VBCo4]
ist eine Erweiterung der @-Bdume notig: Es muss (eine untere Schranke fiir)
die friiheste Fertigstellungszeit einer Aktivititenmenge ® plus eine zusétzliche
Aktivitdt i aus einer zweiten Menge A ermittelt werden, wobei letztere danach
ausgewahlt werden soll, dass sich ein moglichst spater Wert ergibt:

ECT(0,A) := max {ECT(OU{i})} (3-4)

(2:5)
=" max max esto + o
icA {@’C@U{i}{ o' " Po }}

Die von Vilim, Bartak und Cepek entwickelten @-A-Baume bieten eine Mog-
lichkeit, diesen Wert zu berechnen. Sie sind dhnlich wie ®@-Baume aufgebaut: In
den Blattern sind wieder die nach friithester Startzeit sortierten Aktivititen zu
finden, und in den inneren Knoten k werden Eigenschaften der Aktivititenmen-
gen der entsprechenden Teilbdume gespeichert. Neben p, und ECT; werden
zusitzlich die Werte pA; und ECTA in den Knoten gespeichert, die jeweils bis
zu eine Aktivitdt i € A mit einbeziehen, sodass die jeweiligen Werte maximal
werden. Dabei muss jeweils entschieden werden, ob eine A-Aktivitit aus dem
linken oder rechten Teilbaum einbezogen wird. Dies fiihrt zu den folgenden
Berechnungsvorschriften [VBCos, Seite 415]:

pA, = max {pAleft(k) + Pright(k) Pleft(k) + pAright(k) } (3.5)
ECTA; = max { ECTheft(k) + PAvight (k)

ECTAuete(k) + Pright(k)s ECTAsight(k) }

Dabei werden die Werte in den Knoten k; wie folgt initialisiert:

e Fiir Aktivititen i € ® werden p; = pA; = p; und ECTy, = ECTA, = ect;
gesetzt.

e Fir Aktivititen i € A werden p,. = 0, pA, = p;, ECT}, = —oo und
ECTAy, = ect; verwendet.

e Fiir Aktivititen i € T\ (@ UA) werden wieder p, = pA; = 0 und
ECTy, = ECTAy, = —oo gesetzt, sodass sie keine Auswirkungen haben.

Diese Erweiterung der ®-Baume lasst die asymptotische Zeitkomplexitat
aus Tabelle 3.1 auf Seite 44 unverandert, wobei nun auch inkrementelle Ande-
rungen an A einen Aufwand von O(logn) verursachen.
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3.1. Berechnung der friihesten Fertigstellungszeit

Der Wert ECT(0, A) kann auch wieder mit der Schleifenmethode aus Lis-
ting 3.1 berechnet werden. Zusétzlich zu ect; muss dazu im Schleifenrumpf
eine zusétzliche Variable ectap = ECT(® N L, AN L) aktualisiert werden, die zu
Beginn wie v ECT mit co initialisiert wird:

max{ectAr, + p;, ectj} falls j € ©
ectAp = ¢ max{ectar, ect;, ect + pj} fallsj € A (3.7)
ectAr, sonst

Durch diese Berechnungsvorschrift ist sichergestellt, dass niemals mehr als eine
Aktivitat aus A fiir ectA;; einbezogen wird: Im 2. Fall (j € A) wird die fiir ectar,
berticksichtigte Aktivitdt verworfen, wenn nun stattdessen j einbezogen wird.
Dies geschieht durch die Verwendung von ect; + p; anstelle von ectA + p;.

Auch bei der Schleifenberechnung bleibt die asymptotische Komplexitit aus
Tabelle 3.1 unverandert.

Die fiir ECT(0, A) einbezogene Aktivitit i € A wird in dem im weiteren
Verlauf dieses Kapitels vorgestellten Edgefinding-Algorithmus weiterverwendet.
Sie kann direkt mitermittelt werden, indem die Baumknoten zusitzlich die fiir
ECTA und pA verwendeten A-Aktivitdten speichern. Je nachdem, welcher der
Terme sich bei der Maximumsbildung durchsetzt, werden diese Aktivitdaten
von den Kindknoten tibernommen:

Listing 3.2: Speichern der verwendeten A-Aktivitdt bei der Maximumsbildung

// es soll folgender Wert berechnet werden:
// ECTAk = max{ECTleﬁ(k) + pAright(k)’ ECTAleft(k) + pright(k)’ ECTAright(k)}

r = rechtes Kind von k

| = linkes Kind von k

ectAy = ecta, // 3. Alternative

ectaakt, = ectaakt, // verwendete Aktivitdt libernehmen

if ectar <ect;+ pA, then  // 1. Alternative
ectA, = ecty + pAy
ectaakty = paakt, // verwendete Aktivitdt iibernehmen

if ectar <ecta +p, then // 2. Alternative
ectA, = ectA; + pr
ectaakty, = ectaakt; // verwendete Aktivitdt (bernehmen
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3. Edgefinding mit optionalen Aktivititen

Die zur Speicherung der einbezogenen Aktivititen verwendeten Variablen
miissen dann auch in den Blattknoten gesetzt werden: Im zu einer Aktivitat
0 € Toptional gehorigen Blatt k, wird ectaakty, := paakty, := o gesetzt, wihrend
im zu einer Aktivitit i € Tenapleq gehorigen Knoten ectaakty, := paakty, := L
gesetzt wird.

Bei der Berechnung durch die Schleife ist dieses Verfahren analog anwendbar.
In diesem Fall wird die fiir ecta;, einbezogene Aktivitét in einer zusétzlichen
Variable gespeichert.

3.1.2. Friiheste Fertigstellungszeit bei optionalen Aktivitdten

Um den Edgefinding-Algorithmus fiir optionale Aktivitdten formulieren zu
konnen, wird eine weitere Variante der Berechnung der friihesten Fertigstel-
lungszeit benoétigt, die eine zusatzliche Aktivitdat aus einer dritten Menge (2
auswahlt. Im Gegensatz zur Auswahl aus A, bei der es zuldssig ist keine Akti-
vitdt auszuwahlen, soll aus (2 selbst dann eine Aktivitdt beriicksichtigt werden,
wenn dadurch ein fritherer Wert fiir ECT zustande kommt.

ECT(0, 2, A) bezeichnet deshalb eine untere Schranke der frithesten Fertig-
stellungszeit

e aller Aktivititen aus ©,
e bis zu einer Aktivitit j € A und
e genau einer Aktivitdt o € (2 (sofern Q2 # @),

wobei j und o so gewahlt werden, dass der Wert maximal wird:

ECT(@, Q, A) = Iglea(%( {1’]11€aAX {@/Iggid({]} {est@/u{o} + p@’U{o} } } } (38&)

Diese Definition muss noch fiir (2 = @ erweitert werden:

ECT(0,Q, A) := ECT(0, A) (3.8b)

Auch dieser Wert kann durch eine Baumstruktur berechnet werden. Da
in dem in Abschnitt 3.2 vorgestellten Algorithmus A dynamisch berechnet
wird, ist die Verwendung der Schleifenmethode effizienter. Bei letzterer werden
wieder alle am SingleResource-Constraint beteiligten Aktivititen j € T sortiert
nach ihrer friihesten Startzeit est; betrachtet, wobei L die Menge der bisher
betrachteten Aktivititen bezeichnet.
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3.1. Berechnung der friihesten Fertigstellungszeit

Es miissen dazu neben ect; = ECT(© NL) (vgl. (3.3) auf Seite 45) und
ectaAp = ECT(@NL,ANL) (vgl. (3.7) auf Seite 47) auch die folgenden Werte
berechnet werden:

e Die geschitzte fritheste Fertigstellungszeit der Aktivititen aus @ plus
genau einer Aktivitdt aus (2 (sofern es eine gibt). Dieser Wert wird in der
Variable ecto;, = ECT(@NL,QNL,Q) gespeichert.

o Die geschitzte friitheste Fertigstellungszeit von ©, bis zu einer Aktivitat
aus A und genau einer aus (2 (sofern letztere existiert). Dieser Wert wird
in der Variable ectoa; = ECT(ONL,QNL, ANL) gespeichert.”

Die beiden Variablen ecto und ectoar kénnen wie folgt aktualisiert werden:

( max{ectay + pj ectj} fallsje ©AQNL =0
ector + p; falls e ©ANQNL #D
ectQps := { max{ect;, ecty + pj} fallsje ONQNL =0 (3.9)
max{ect]-, ect; + P ectop} fallsje QANQNL#Q
ector, sonst
max{ectoar + p;, ect;} fallsje @AQNL =0
ectoAL +p; falls je ©ANQNL #Q
max{ect;, ect; + pj, ectAL +p;} fallsje QNQNL=0
ectoAp 1= { max{ect;, ecty + pj ectAL +p;, ectoanr} fallsje QANQNL#Q
max{ectoar, ector + P/ ect]-} fallsje ANQNL=0
max{ectar, ector +p;} fallsje ANQNL#Q
ectOAL sonst (3.10)

Dabei wurde in den Fillen mit (2 N L = @ jeweils noch keine Aktivitat aus (2
berticksichtigt. Bei ecto; wirkt sich das dahingehend aus, dass im 1. Fall die
bisher ausgewdhlte Aktivitdt zugunsten von j aufgegeben werden kann. Dies
wird im 2. Fall nicht zugelassen, weil sonst eine Aktivitdt aus (2 unbertiick-
sichtigt bleiben konnte. Analog erzwingt der 3. Fall (abweichend vom 4.) die
Einbeziehung der ersten optionalen Aktivitit. Im Ubrigen entsprechen der 2., 4.
und 5. Fall den drei Fallen bei der Berechnung von ectay, in (3.7) auf Seite 47.
Etwas komplizierter verhilt es sich bei der Berechnung von ectoar: Auch hier
darf eine Aktivitdt aus (2 nur zugunsten einer anderen (2-Aktivitdt aufgegeben

7 Dabei dient der Index wie schon zuvor ausschliefllich der konzeptuellen Klarheit. Wenn
im Schleifenrumpf zuerst ectQA und zuletzt ect aktualisiert werden, reichen einfache Varia-
blen zum Speichern der Werte aus. Die genannte Reihenfolge ist notwendig, weil bei der
Aktualisierung teilweise auf die vorigen Werte der {ibrigen Variablen zugegriffen wird.
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3. Edgefinding mit optionalen Aktivititen

werden, zusdtzlich konnen aber auch Aktivititen aus A einbezogen werden, fiir
die diese Beschréankung nicht gilt. Ersteres hat zur Folge, dass ect; fiir j € @ und
j € Anur dann in die Maximumsbildung einbezogen werden, wenn 2 N L # @.
Umgekehrt wird in diesem Fall bei j € (2 die Einbeziehung von j erzwungen.

Wie schon bei ECT(0, A) kann auch bei der Berechnung von ECT(0, (2, A)
gleich mitermittelt werden, welche Aktivititen aus (2 und A mit einbezogen
wurden.

3.2. Ein neuer Edgefinding-Algorithmus

Damit sind Voraussetzungen fiir die Formulierung des Edgefinding-Algorith-
mus mit optionalen Aktivititen vorhanden. Dieser fiir diese Arbeit zentrale
Algorithmus ist in Listing 3.3 dargestellt. Zu einem SingleResource-Constraint
mit Aktivititenmenge T findet er alle Anwendungen der Edgefinding-Regel 2.6
auf Seite 30 und der Uberlast-Regel 2.4 auf Seite 28 auf Aktivitaten in Tepapled-
Dartiberhinaus deaktiviert der Algorithmus Aktivitdten aus Typtional, Wenn ihre
Aktivierung zu einer durch die Edgefinding-Regel erkennbaren Uberlast fiihr-
ten. Dies ist der Fall, wenn die Edgefinding-Regel eine Einschrankung erlaubt,
durch welche die Doméne einer Variable leer wiirde.
Dabei bezeichnet A’(0) in Zeile 27 die folgende Menge:

A,(O) = {l € Tenabled \ ® ‘ Ist; < ECT(@ U {0})

N ﬁ i2 € Tenabled \ O: <1Sti2 > ECT(@ U {0})

AECT(O U {ir}) > ECT(@ U {i})) } (3.11)

Bei der Ausfithrung des Algorithmus ist zweierlei moglich:

1. Es konnen die Wertebereiche derjenigen Variablen eingeschrankt werden,
die die Eigenschaften der beteiligten Aktivititen i € T beschreiben. Dies
betrifft die Eigenschaften est; und status;. (In der symmetrischen Fassung
des Algorithmus sind es Ict; und status;.)

2. Es kann eine Inkonsistenz erkannt werden. Dies ist der Fall, wenn die
Uberlast-Regel anwendbar ist und fail in Zeile 13 erreicht wird, oder
wenn der Wertebereich einer Variable so weit eingeschrankt wird, dass er
leer wird. Letzteres ist beim Deaktivieren von i in Zeile 18 moglich.
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3.2. Ein neuer Edgefinding-Algorithmus

Listing 3.3: Edgefinding mit optionalen Aktivitdten

for i€ T do // Anderungen an est; zwischenspeichern:
estg :=est; // sonst wiirden die ©®-Bdume durcheinander kommen

Q := Warteschlange aller j € T\ Tyisableq, absteigend sortiert nach let;
j:= Q.first // gehe zur ersten Aktivitat in Q
(0,02, A) = (Tenableds Toptional, @) // Béume initialisieren
repeat
if status; # disabled then // verschiebe j nach A
(0,0,A) == (©\ {j}, 2\ {j}, AU {j})
Q.dequeue; j:= Q.first // gehe zur ndchsten Aktivitdt in Q
if status; = enabled then
if ECT(®) > Ict; then
fail // Die (berlast-Regel ist anwendbar
while ECT(®,A) > Ict; do
i := die fur ECT(®,A) verantwortliche A-Aktivitat
if ECT(®) > est; then // Edgefinding-Regel ist anwendbar
if ECT(O) > Ist; then // Inkonsistenz erkannt
status; := disabled // schldgt fehl fir i € Tonabled
else
est := ECT(®) // Edgefinding-Regel anwenden
A= A\{i} // keine bessere Einschrankung fir i méglich
while ECT(®,2) > Ict; do // Uberlast-Regel ist anwendbar
o := die fur ECT(O,) verantwortliche -Aktivitat
status, := disabled
Q:=0\{o}
while Q #Q
and ECT(0,2,A’(0)) > Ict; do // A'(0o) wird in (3.11) definiert
// Edgefinding-Regel erkennt Uberlast
0 := die fir ECT(O,0,A'(0)) verantwortliche (2-Aktivitat
// schon in Zeile 27 mit dieser Bedeutung verwendet
status, := disabled
Q:=0\{o}
else if status; = optional then
if ECT(OU{j}) > Ict; // Uberlast-Regel anwendbar ...
or ECT(OU{j},{i € Tenablea \ © | Ist; < ECT(©G U {]})}) > lct;
then // ... oder die Edgefinding-Regel erkennt Uberlast
status; := disabled
Q:=0\{j} // keine weiteren Einschrénkungen fir j méglich
until j = Q.last

for ic T do
est; := estf // zwischengespeicherte Anderungen anwenden
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3. Edgefinding mit optionalen Aktivititen

Zum leichteren Verstehen des Algorithmus wird zunéchst der Inhalt der
Mengen ©, A und 2 betrachtet:

Lemma 3.4. In jedem Durchlauf der repeat-Schleife gilt:
o O enthiilt alle Aktivititen aus Tenapled, die nicht vor j in der Warteschlange Q
einsortiert wurden. Dadurch gilt fiir alle i € ©: Ict; < Ict;.
o () enthilt alle Aktivititen aus Toptional, die nicht vor j in der Warteschlange Q
einsortiert wurden. Wieder gilt fiir alle o € Q: Ict, < lct;.
o A enthilt (manche, aber nicht alle) Aktivititen aus Tenapled U Toptional, die 0T |
in der Warteschlange einsortiert wurden. Es gilt fiir alle i € A: lct; > Ict;.

Dabei ist zu beachten, dass in manchen Fallen Aktivitiaten von T, pleq Oder
Toptional Nach Tyisapled Verschoben werden, die dann auch in keiner der drei
Mengen ©, (2 und A mehr vorkommen.

Die Aktivitdt j ist entweder in ® oder in (2 enthalten, je nachdem ob j in
Tenabled 0der Toptional €nthalten ist. Im iibrigen folgt aus dem Lemma, dass die
drei Mengen ©, (2 und A disjunkt sind.

Beweis durch Induktion. Induktionsanfang: Zu Beginn werden in Zeile 6 die
Mengen als © = Tenapled, {2 = Toptional Und A = @ initialisiert. Dies ist korrekt,
weil j zu diesem Zeitpunkt die erste Aktivitdt in Q ist.

Fiir den Induktionsschluss muss gezeigt werden, dass die Aussage des Lem-
mas, wenn sie zu Beginn der repeat-Schleife zutrifft, dies auch an deren Ende
gilt: Wenn j in Zeile 10 zur ndchsten Aktivitdt in Q weiterwandert, wird di-
rekt zuvor die bisherige Aktivitdt j nach A verschoben — es sei denn, sie ist
bereits deaktiviert worden. Umgekehrt wird jedes Mal, wenn der Status ei-
ner Aktivitit auf disabled geéndert wird (andere Anderungen kommen nicht
vor), diese Aktivitit aus der Menge entfernt, in der sie enthalten war: Bei
den Statusdnderungen in den Zeilen 24, 31 und 37 geschieht dies jeweils in
der darauffolgenden Zeile, bei der Statusdnderung in Zeile 18 geschieht es in
Zeile 21 nach der Fallunterscheidung. Dies ist auch die einzige Stelle, an der
eine Aktivitdt aus den Mengen entfernt werden kann, ohne dass diese zuvor
zwingend deaktiviert wird. Da es sich um A handelt und A nicht alle in Frage
kommenden Aktivititen umfassen muss, ist dies jedoch zuldssig. O

Wiéhrend j tiber die Warteschlange Q iteriert, nimmt Ict; immer weiter ab,
da Q absteigend nach spétester Fertigstellungszeit sortiert wurde. Dementspre-
chend wandern immer mehr Aktivitdten von @ und (2 nach A.

Wie zahlreiche andere Filteralgorithmen ist auch der Algorithmus aus Lis-
ting 3.3 auf der vorherigen Seite nicht von sich aus idempotent. Es muss
daher ein Fixpunkt gebildet werden, um den Algorithmus fiir die Constraint-
Propagation nutzbar zu machen. Dabei kann der Edgefinding-Algorithmus
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3.2. Ein neuer Edgefinding-Algorithmus

auch mit anderen Filteralgorithmen kombiniert werden, was auf die in Ab-
schnitt 2.2.6 beschriebene Weise bewerkstelligt werden kann.

3.2.1. Wohldefiniertheit

An dieser Stelle muss noch gezeigt werden, dass der Algorithmus wohldefiniert
ist, also alle Anweisungen ausfiihrbar sind. Bei den meisten ist dies unkritisch,
einige verlangen aber nach mehr Aufmerksamkeit. Zum einen handelt es sich
dabei um die Anweisungen, die auf jene Aktivitdten in A beziehungsweise (2
zugreifen, die fiir ECT(0, ... ) ausgewdhlt wurden. Fiir diese Werte miissen aber
nicht zwingend entsprechende Aktivitdten mit einbezogen worden sein — die
in Listing 3.2 auf Seite 47 angegebene Berechnungsmethode liefert in diesem
Fall statt einer Aktivitit | zuriick. An allen drei Stellen, an denen solche
Anweisungen im Algorithmus auftreten, ist dies jedoch ausgeschlossen:

e In Zeile 15 geht dem Zugriff auf die an ECT(0, A) beteiligte A-Aktivitat
die Bedingung ECT(0, A) > Ict; voraus. Zuvor wurde aber schon fiir den
Fall ECT(®) > Ict; ein fail abgesetzt, sodass an der betrachteten Stelle
ECT(O) < Ict; gelten muss. Daraus folgt, dass wegen

(3-4)
ECT(O,A) = tor y > lct;
( ) IzréaAX {@’Igrgtj({i} {es o +Po }} <

in der gewihlten Menge O’ eine Aktivitdt i € A enthalten sein muss.

o In Zeile 23 gilt die gleiche Argumentation, nur wird hier (2 statt A ver-
wendet.

e In Zeile 29 ist durch das in (3.8) auf Seite 48 definierte ECT(O®, (2, A)
sichergestellt, dass fiir (2 # @ immer ein o € (2 einbezogen wird. Der Fall
2 = @ wird in der ersten Bedingung der while-Schleife ausgeschlossen
(Zeile 26).

Ebenfalls problematisch ist die Berechnung von ECT (0, (2, A'(0)) in Zeile 27,
weil hier mit o bereits die aus (2 ausgewdhlte Aktivitit referenziert wird und
damit die Auswahl eines optimalen i und eines optimalen o nicht unabhéngig
voneinander stattfinden kann. Die Definition von A’(0) in (3.11) auf Seite 50
ermoglicht es jedoch, die Auswahl von 0 € (2 und i € A wihrend des einen
Schleifendurchlaufs zur Berechnung der frithesten Fertigstellungszeit vorzu-
nehmen. Dazu muss von den Definitionen von ectQA;/ in (3.10) auf Seite 49 und
ectap in (3.7) auf Seite 47 in der folgenden Weise abgewichen werden:

e Bei der Berechnung von ecta;s werden alle i € Tenapleq \ @ berticksichtigt
(nicht nur die aus A’(0)), da noch unklar ist, fiir welches 0 € Q die
Bedingung Ist; < ECT(O U {o}) erfiillt sein muss.

53



3. Edgefinding mit optionalen Aktivititen

e Bei der Berechnung von ectoaj, wird in den Fallen mit j € (2 der Wert
ectAp + p; im Gegenzug nur dann in die Maximumsbildung einbezogen,
wenn Ist; < ECT(© U {j}), wobei i die fiir ectar, aus Tenapled \ © ausge-
wahlte Aktivitdt bezeichnet.

e Auflerdem wird bei der Berechnung von ectoap in den Fillen mit j € A
der Wert ect0p + p; nur dann in die Maximumsbildung einbezogen, wenn
Ist; < ECT(@ U {o}), wobei o die fiir ector aus (2 ausgewahlte Aktivitat
bezeichnet.

Auf diese Weise wird sichergestellt, dass fiir ectoa niemals zwei Werte 0 € (2
und i € Tepapled \ @ ausgewidhlt werden, welche die Bedingung Ist; < ECT(© U
{0}) verletzten.

Die in (3.11) auf Seite 50 fiir i € A’(0) zusétzlich geforderte Eigenschaft

Bir € Tonabled \ © : <lsti2 > ECT(O U {0}) NECT(O U {i»}) > ECT(O U {i}))

beschreibt die Tatsache, dass bei dem gerade geschilderten Vorgehen Kombi-
nationen von o und i iibersehen werden konnen, wenn ein solches i, existiert:
In diesem Fall wiirde iy anstelle von i fiir ectAr berticksichtigt werden (weil
ECT(® U {ip}) > ECT(O U {i}) gilt), aber wegen Ist;, > ECT(O U {0}) kann
ectAr, nicht bei der Berechnung von ectA; herangezogen werden, obwohl mit i
eine geeignete Aktivitdt zur Verfiigung stiinde.

Aus diesem Grund berechnet die angegebene Methode gerade den Wert
ECT(©, 02, A'(0)).

3.2.2. Korrektheit

Korrektheit ist eine notwendige Bedingung zum Einsatz eines Filteralgorith-
mus. Korrektheit bedeutet in diesem Zusammenhang, dass keine unzuldssigen
Einschrankungen vorgenommen werden. Bei der Suche wiirden sonst Teile des
Suchbaums tibersprungen, obwohl sie noch zu Lésungen fithren konnten.

Satz 3.5 (Korrektheit). Der in Listing 3.3 auf Seite 51 vorgestellte Edgefinding-
Algorithmus fiir optionale Aktivititen trifft nur zulissige Einschrinkungen.

Beweis. Es miissen alle Einschrankungen betrachtet und auf Zuldssigkeit unter-
sucht werden. Im vorliegenden Fall ergeben sich alle Einschrankungen aus der
Edgefinding-Regel 2.6 und der Uberlast-Regel 2.4:

e Das failin Zeile 13 wird nur erreicht, wenn die Bedingung ECT(®) > lct;
erfiillt ist. Nach Lemma 3.4 gilt ©® C Tepapleq und Ict; > Icte. Damit folgt
ECT(®) > Ictg und die Bedingung der Uberlast-Regel ist erfiillt. Da nur
obligatorische Aktivititen beteiligt sind, ist eine Uberlast aufgetreten.
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3.2. Ein neuer Edgefinding-Algorithmus

e Das est! := ECT(O) in Zeile 20 wird nur dann erreicht, wenn die Be-
dingungen ECT(O,A) > Ictj und j € Tenapleq erfiillt sind. Weil 7 die fiir
ECT(O, A) aus A ausgewihlte Aktivitit bezeichnet, gilt ECT(© U {i}) >
Ict;. Mit Ict; > Ictg aus Lemma 3.4 folgt ECT(@ U {i}) > Ictg. Damit ist die
in Proposition 2.7 genannte Variante der Vorbedingung zur Edgefinding-
Regel erfiillt. Da zusétzlich in Zeile 16 ECT(®) > est; gefordert wurde,
kann die Einschriankung est; := max{est;, ECT(®)} der Edgefinding-
Regel zu est; := ECT(0O) vereinfacht werden. Da unter den beteiligten
Aktivitdaten hochstens i selbst optional sein kann und bei optionalem i
keine Inkonsistenz verursacht wird (es gilt est; = ECT(©) < Ist;, vgl.
Zeile 17), ist diese Einschrankung zuldssig.

e Mit status; := disabled in Zeile 18 wird der von der vorigen Einschrdn-
kung abweichende Fall erfasst, dass ECT(®) > Ist; wird. Dadurch wiirden
in der Doméne von start; keine Werte mehr tibrigbleiben. Wenn i optional
ist, muss es also deaktiviert werden — genau das geschieht durch die
betrachtete Einschrankung. Ist hingegen i obligatorisch, verursacht die
abgesetzte Einschrankung genauso eine Inkonsistenz, wie das auf die
Edgefinding-Regel gegriindete est; := ECT(O).

e Die nichste Einschrankung ist status, := disabled in Zeile 24. Die Anwei-
sung kann nur erreicht werden, wenn j € Tepapleq und ECT(O, Q) > Ict;,
wobei o0 die dafiir aus (2 ausgewdhlte Aktivitat bezeichnet. Es gilt also
ECT(®U {o}) > Ict;. AuBlerdem gilt nach Lemma 3.4 Ict; > Ictgun und
damit lct; > lctg (o), was die Vorbedingung der Uberlast-Regel darstellt.
Da mit 0 genau eine optionale Aktivitat beteiligt ist, kann o deaktiviert
werden.

o Eine weitere Einschrankung ist mit status, := disabled auf Zeile 31 gege-
ben. Sie kann nur erreicht werden, wenn status; = enabled, (2 # @ und
ECT(O, 2, A'(0)) > Ict; gilt, wobei o die aus (2 ausgewahlte Aktivitat be-
zeichnet. Es gilt also fiir ein i € A’(0) die Ungleichung ECT(O U {o,i}) <
Ict;. Dartiberhinaus muss wegen der Definition von A’(0) in (3.11) auf
Seite 50 Ist; < ECT(© U {o}) gelten.

Mit Lemma 3.4 folgt wieder Ict; > lctgy,), sodass durch die Edgefinding-
Regel die Einschrinkung est; := max{est;, ECT(® U {0})} ermoglicht
wird. Mit Ist; < ECT(© U {o}) folgt, dass die Doméne von start; leer
wiirde und o deaktiviert werden kann, weil o die einzige optionale der
beteiligten Aktivitdten ist.

e Die letzte Einschrankung im Algorithmus, status; := disabled, findet sich
in Zeile 37. Beim Erreichen dieser Stelle muss ECT(© U {j}) > Ict; oder
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ECT(O U {j}, {i € Tenabled \ © | Ist; <ECT(@ U {j})}) > Ict; gelten. Im
ersten Fall ist wegen Ict; > Ictg die Uberlast—Regel anwendbar; im zweiten
Fall gilt ECT(® U {j,i}) > lct; = Ictgyjy, sodass die Edgefinding-Regel
die Einschrankung est; := max{est;, ECT(© U {j})} zulassen wiirde. Da
aber Ist; < ECT(© U {j}) gilt, wiirde die Domine von start; leerlaufen
und dadurch wie im ersten Fall eine Inkonsistenz auftreten. Da j in beiden
Féllen die einzige optionale Aktivitit ist, kann j deaktiviert werden. [J

3.2.3. Komplexitit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass der in Listing 3.3 auf Seite 51 vorgestellte
Edgefinding-Algorithmus fiir optionale Aktivitdten mit einem Zeitaufwand von
O(n?) auskommt, wobei 1 die Anzahl der beteiligten Aktivititen bezeichnet.

Das Kopieren von est nach est’ und zuriick (Zeilen 1 bis 2 und 41 bis 42)
benotigt O(n). Das Sortieren der Aktivitdten und Initialisieren der ©-Baume
(Zeilen 4 bis 6) kann jeweils in O(nlogn) erfolgen. Es muss also nur noch die
grofle repeat-Schleife betrachtet werden.

Lemma 3.6. Jede Einzelanweisung in der groffen repeat-Schleife (Zeilen 7 bis 39)
benitigt hichstens O(n) Zeit.

Beweis. Die meisten Anweisungen sind unkritisch und benétigen offensichtlich
nur konstante Zeit. Die Ubrigen werden im Folgenden betrachtet:

e Die Anderungen an ©, 2 und A miissen an die entsprechenden Baum-
strukturen weitergegeben werden. Da es sich in allen Fillen um inkremen-
telle Anderungen handelt, die nur eine einzelne Aktivitat aus einer der
Mengen entfernen und in einigen Féllen zu einer anderen hinzuftigen, ist
dies in O(logn) moglich (vgl. Tabelle 3.1 auf Seite 44).

e Die Zugriffe auf die frithesten Fertigstellungszeiten ECT(®) (Zeilen 12,
16, 17 und 20), ECT(0, Q2) (Zeile 22) sowie ECT (0, A) (Zeile 14) kénnen
durch die Verwendung von ®-A-Bdumen in konstanter Zeit erfolgen.
Dabei bietet es sich an, anstelle zweier ®-A-Bdume einen kombinierten
Baum zu verwenden, der alle drei Werte berechnet. Dieser speichert dann
in jedem Knoten k neben p,, ECT}, pA, und ECTA; auch die Werte p(),
und ECT(), die bis zu eine Aktivitdt aus (2 miteinbeziehen und analog
zu ECTA; und pA, initialisiert und aktualisiert werden.

e Der Zugriff auf ECT(O U {j}) (Zeile 34) kann, wie bereits in Tabelle 3.1
angegeben, in O(logn) erfolgen.
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e Der Wert ECT(O U {j}, {i € Tenabled \ © | Ist; < ECT(O U {j})}) (Zeile 35)
kann nicht mit einem ®-A-Baum berechnet werden, weil der zweite Pa-
rameter dynamisch ist: Der Wert von ECT(O U {j}) kann zwischen den
Durchldufen der repeat-Schleife beliebig schwanken. Deshalb muss die
Berechnung tiber die Schleifenmethode erfolgen, die in (3.7) auf Seite 47
beschrieben ist. Hierbei konnen fiir jedes i die Bedingungen i € Tenabled,
i ¢ ©®und Ist; < ECT(O U {j}) gepriift werden, wenn die Schleife auf i
stoBt. Der Wert ECT(O U {j}) kann dabei einmalig zu Beginn berechnet
und dann zwischengespeichert werden, sodass das Priifen der Bedingun-

gen in konstanter Zeit moglich ist. Insgesamt ergibt sich ein Zeitaufwand
von O(n).

e Die Berechnung von ECT(0, 2, A'(0)) (Zeile 27) kann ebenfalls mit der
Schleifenmethode erfolgen, wie in Abschnitt 3.2.1 gezeigt wurde. Damit
dies in O(n) moglich ist, darf aber der Zugriff auf ECT(® U {o}) fiir die
verschiedenen betrachteten o nur konstante Zeit benétigen, weil dieser
Wert bei der angegebenen Methode fiir mehrere (potentiell O(n) viele) Ak-
tivititen bendtigt wird. Dies kann erreicht werden, wenn zuvor ein Array
berechnet wird, das diese Werte fiir alle Aktivitaten speichert. Listing 3.4
auf der ndchsten Seite zeigt, wie dies mit linearem Aufwand mdoglich ist.
Dabei wird wieder auf Proposition 3.3 auf Seite 43 zurtickgegriffen, um
die fritheste Fertigstellungszeit einer Aktivitdt in Kombination mit einer
Menge von Aktivitdten zu berechnen.

Durch diese Vorausberechnung der Werte von ECT(© U {0}) kann im
Anschluss ECT(0, 2, A'(0)) mit ebenfalls linearem Aufwand berechnet
werden. O

Damit sind die Grundlagen gelegt, um die Gesamtlaufzeit zu betrachten:

Satz 3.7 (Laufzeit). Der in Listing 3.3 auf Seite 51 eingefiihrte Edgefinding-Algorith-
mus fiir optionale Aktivititen hat einen Zeitaufwand vonO (n?).

Beweis. Ausgehend von den vorigen Uberlegungen bleibt noch zu zeigen, dass
jede Zeile in der repeat-Schleife hochstens n-mal ausgefithrt wird. Fiir die
direkt enthaltenen Anweisungen ist dies unmittelbar klar, weil die repeat-
Schleife genau tiber die n Aktivitdten iteriert. Es miissen also nur noch die
inneren Schleifen betrachtet werden:

e Die Schleife in den Zeilen 14 bis 21 entfernt bei jedem Durchlauf eine
Aktivitat i aus der Menge A. Da jede Aktivitidt hochstens einmal zu
A hinzugefiigt werden kann (und zwar in Zeile 9 beim Entfernen aus
O beziehungsweise (2), kann der Rumpf der Schleife hochstens n-mal
ausgefiihrt werden.
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Listing 3.4: Berechnung von ECT(@ U {0}) firalleo € T

// Voraussetzung: L liegt bereits sortiert vor

// (schon wegen des ®-Baums notwendig)

L := Liste aller Aktivitaten mit aufsteigender est;
first := erste Aktivitdt in L

last := letzte Aktivitat in L

ectBeforeg,, := —oco // ectBefore, = ECT({i € © | i vor o in L})
ectAfter,,,, := —oo // ectAfter, = ECT({i € ® | i nach o in L})
pAfterlast =07/ pAftero = p{ie@ | i nach o in L}

// In den Schleifen wird Proposition 3.3 auf Seite 43 genutzt,
// um die Arrays ectAfter, ectBefore und ectWith zu fiillen
for i € L von hinten nach vorne (first auslassen) do
n := Aktivitdt vor i in L
if i € © then
pAfter, := pAfter; + p;
ectAfter, := max{ectAfter,, ect; +pAfter;}
else
pAfter, = pAfter;
ectAfter, = ectAfter;

for i € L von vorne nach hinten (last auslassen) do
n := Aktivitdt nach i in L
if i € © then
ectBefore, := max{ect;, ectBefore; + p;, }
else
ectBefore, := ectBefore;
ectWith,, := max{ectAfter,, ect, +pAfter,, ectBefore, + p, +pAfter, }

ectWithy,s; := max{ectss; +pAfterg,, ectAfterg,

// Nun gilt fir alle o € T: ectWith, = ECT(® U {o})
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e Die Schleifen in den Zeilen 22 bis 25 und 26 bis 32 entfernen bei jedem
Durchlauf eine Aktivitdt aus (2. Nach der Initialisierung in Zeile 6 werden
zu (2 keine Aktivititen mehr hinzugeftigt, weshalb auch diese beiden
Schleifen hochstens n-mal ausgefiihrt werden kdnnen. O

3.2.4. Optimalitat

Fiir eine effiziente Einschrankung der Domdénen ist es wiinschenswert, dass ein
Filteralgorithmus so viele Regelanwendungen wie moglich findet, weil dadurch
der durchsuchte Teil des Suchbaums kleiner wird und Losungen schneller
gefunden werden. Gleichzeitig ist es aber wichtig, dass ein Filteralgorithmus
schnell arbeitet, da er durch Fixpunktbildung und Propagation nach jedem
Suchschritt wiederholt aufgerufen werden kann.

Tabelle 3.2 zeigt zwei Extremformen von Filteralgorithmen: Der eine verfiigt
tiber eine moglichst geringe Laufzeit, der andere iiber moglichst grofse Ein-
schrankungen. Beide Ansitze sind fiir die Praxis ungeeignet: Beim ersten muss
der gesamte Suchbaum durchlaufen werden, was zu exponentieller Laufzeit
fiihrt und gegentiber der einfachen Tiefensuche ohne Constraint-Propagation
keinen Vorteil bietet. Beim zweiten Ansatz steht die optimale Filterleistung
der exponentiellen Laufzeit nach jedem einzelnen Suchschritt gegeniiber, die
ebenfalls inakzeptabel ist. Es muss also ein Kompromiss zwischen kurzer Lauf-

Tabelle 3.2: Unterschiedliche Ansitze fiir Filteralgorithmen am SingleResource-
Constraint mit ihren Vor- und Nachteilen

Schneller Ansatz Umfangreicher Ansatz
Vorgehensweise =~ Wenn alle Doménen ein- Alle Moglichkeiten durch-
elementig sind: Uberlap- probieren und alle Werte

pungsfreiheit priifen; sonst aus den Doménen entfer-
werden keine Einschrankun- nen, die in keiner Losung
gen vorgenommen vorkommen

Einschrankungen Verkleinert den Suchraum  Findet alle Einschrankun-

nicht, entscheidet nur, ob gen, fiir die eine Begriin-
eine Losung vorliegt dung existiert

Laufzeit O(nlogn) Vermutlich exponentiell
(Sortieren nach est; und (das Problem der exklu-
Priifen der Uberlappungs-  siven Ressourcen ist NP-
freiheit) vollstandig)
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zeit der einzelnen Aufrufe und optimaler Filterleistung gefunden werden. Die
Beschrankung auf die in Abschnitt 2.2 vorgestellten Regeln geht bereits in diese
Richtung.

Der in diesem Kapitel vorgestellte Algorithmus geht hier noch weiter, indem
er in seltenen Fillen einige Anwendungen der Edgefinding-Regel tibersieht:

Satz 3.8 (Optimalitédt). Der in Listing 3.3 auf Seite 51 eingefiihrte Edgefinding-
Algorithmus fiir optionale Aktivititen findet

(a) alle Anwendungen der Uberlast-Regel auf Aktivitiiten aus Tenapled,

(b) alle Anwendungen der Uberlast-Regel auf optionale Aktivititen,

(c) alle Anwendungen der Edgefinding-Regel auf Aktivititen aus Tenapled,

(d) viele Anwendungen der Edgefinding-Regel auf optionale Aktivititen.

Beweis. Die Teilaussagen werden getrennt betrachtet:

(a) Wenn die Uberlast—Regel 2.4 auf Seite 28 fur Aktivitdten aus Tenapled

anwendbar ist, muss es ein j € Tenapled geben, sodass fiir die Menge
©" := {i € Tenabled | lcti < lcty } eine Uberlast auftritt. Dieser Fall tritt ein,
wenn ECT(0’) > Ictg ist.
Zu dem Zeitpunkt, an dem in der repeat-Schleife j die erste in @' ent-
haltene Aktivitat erreicht (dies kann ;' oder ein j” mit lctj» = lcty sein),
gilt nach Lemma 3.4 auf Seite 52 ® = @’. Damit wird die Bedingung
ECT(@) > Ict; in Zeile 12 erfiillt und in der folgenden Zeile durch fail
abgebrochen.

(b) Wenn fiir ein 0 € Topional die Uberlast-Regel fiir T’ := Tenapled U {0}
anwendbar ist, muss eine Aktivitit j/ € T’ existieren, sodass fiir die Menge
O :={ieT | let; < lct; } eine Uberlast auftritt und ECT(®’) > lcte ist.
Sei j” die Aktivitit aus @, die als erste in Q einsortiert wurde. An dieser
Stelle miissen zwei Fille unterschieden werden:

Fall1: /' =0
In diesem Fall gilt zu dem Zeitpunkt, an dem j in der repeat-Schleife
j" erreicht, dass ® = @' N Tepapled, Woraus wegen j = o folgt, dass
@ = @ U {j}. Mit Ictgr = Ict; folgt, dass die Bedingung ECT(@ U
{j}) > lct; in Zeile 34 erfiillt ist und in den folgenden Zeilen mit j = o
die einzige beteiligte optionale Aktivitat deaktiviert wird, was genau
der von der Uberlast-Regel ermdglichten Einschrankung entspricht.

Fall 2: j # o
In diesem Fall muss o nach j” in Q einsortiert worden sein und
ist nach Lemma 3.4 zu dem Zeitpunkt, zu dem in der repeat-
Schleife j = j” wird, noch in (2 enthalten. Damit wird die Bedingung
ECT(©®, Q) > Ict; in Zeile 22 erfiillt. Nachdem gegebenenfalls wei-
tere o’ € Q, die ECT(© U {0'}) > Ict; erfiillen, ausgewahlt und im
Rumpf der while-Schleife deaktiviert und aus (2 entfernt wurden,

60



3.2. Ein neuer Edgefinding-Algorithmus

kommt auch o an die Reihe und wird in Zeile 24 deaktiviert. Damit
wird auch dieser Fall vom Algorithmus erfasst.

(c) Wenn die Edgefinding-Regel 2.6 auf Seite 30 auf Tcpapled anwendbar ist,

(d)

miissen aufgrund von Proposition 2.7 auf Seite 30 zwei Aktivititen i/, €
Tenabled €Xistieren, fiir die Ict; > Icty und ECT(@' U {i'}) > Icter gilt,
wobei @ := {i € Tenablea | Ict; < lcty } bezeichnet. Ebenfalls aufgrund von
Proposition 2.7 kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen
werden, dass die Edgefinding-Regel fiir kein j, mit let; > lety fiir j;
und i anwendbar ist, weil sich daraus eine mindestens genausogrofse
Einschrankung ergeben wiirde — in diesem Fall konnte die folgende
Argumentation auf j; angewendet werden.
Sei j” wieder die Aktivitit aus @', die als erste in Q einsortiert wurde. Zu
dem Zeitpunkt, an dem in der repeat-Schleife j die Aktivitit j” erreicht,
gilt damit nach Lemma 3.4 ® = ©'. Da dartiiberhinaus keine Aktivitit
jo mit lety > lcty eine Anwendung der Edgefinding-Regel ermoglicht,
kann bei keinem der vorigen Durchldufe der repeat-Schleife in Zeile 14 i’
aus A ausgewdhlt worden sein. Damit muss zu dem aktuell betrachteten
Zeitpunkt i’ € A gelten. Deshalb wird in Zeile 14 (gegebenenfalls nach
mehreren Durchldufen der dort beginnenden while-Schleife) i = i’ aus
A ausgewihlt; in den folgenden Zeilen wird entweder die durch die
Edgefinding-Regel ermoglichte Einschrankung est; := max{est;, ECT(®)}
umgesetzt oder mit status; := disabled eine Inkonsistenz ausgelost, falls
die Doméne der Variable start; durch diese Einschrankung leer wiirde
(was gleichfalls eine Inkonsistenz verursachen wiirde).
So werden alle Anwendungen der Edgefinding-Regel auf Aktivitdten aus
Tenabled gefunden.
Wenn fiir ein o’ € Toptional die Edgefinding-Regel auf T’ := Tenapled U {0’}
anwendbar ist, muss es i’,j' € T geben, fiir die Ict; < lcty und ECT(@" U
{i'}) <lcter gilt, wobei @ := {i € T' | Ict; < Icty } ist.
Sei j” wieder die erste Aktivitdt aus @ in Q. Nun konnen die folgenden
vier Fille auftreten:
Fall1: o' ¢ @ U {i'}
In diesem Fall ist die Edgefinding-Regel bei gleicher Wahl von 7
und ;' auch auf Tepapleq anwendbar. Damit gilt die in (c) bewiesene
Teilaussage.
Fall 2: o' =17
Dieser Fall wird zusammen mit dem nicht-optionalen Fall in den
Zeilen 14 bis 21 behandelt, weil in A auch optionale Aktivitdten
enthalten sind. Es wird est, angehoben oder o’ deaktiviert, falls in
der Doméne von start, keine Werte tiibrigblieben. Dies stellt jeweils
die optimale Einschrankung fiir diesen Fall dar.
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Fall 3: o' ="

In diesem Fall darf est; nicht angepasst werden, weil mit o’ eine
optionale Aktivitét beteiligt ist und nicht-optionale Aktivitaten nicht
von optionalen beeinflusst werden diirfen (vgl. Abschnitt 2.4.2). Falls
die resultierende Einschrankung zu einer Inkonsistenz fiihrte, ist
es aber moglich, o' zu deaktivieren. Fine solche Inkonsistenz tritt
genau dann auf, wenn est; auf einen Wert grofer als Isty angehoben
werden konnte. Hierzu muss ECT(®') > Ist; gelten.

Es gilt ® = © U {j"}, da j” die einzige optionale Aktivitit in ©
ist. Die Aktivitat 7’ ist wegen lcty > lct]v nicht in ®, wohl aber in
Tenabled €nthalten, weil j” die einzige optionale unter den beteiligten
Aktivititen ist. Damit kommt bei der Berechnung von ECT(® U
{j},{i € Tenavlea \ @ | Ist; < ECT(O U {j})}) in Zeile 35 mindestens
i’ fur i in Betracht. Folglich muss dieser Wert mindestens ECT(0' U
{i"}) betragen, was wegen der Anwendbarkeit der Edgefinding-
Regel groBer als Ictgr = Ict; sein muss. Somit wird die Bedingung
des if-Konstrukts in Zeile 35 erfiillt und j = o’ wird wie erforderlich
deaktiviert.

Fall 4: o' € @'\ {j"}

Wie im vorigen Fall ist die Deaktivierung von o’, falls ECT(®’) > Isty
ist, die einzig mogliche Einschrankung.

Desweiteren muss im betrachteten Durchlauf der repeat-Schleife
00 € O, ] € Tepabled und O = O U {0} gelten. Damit wird die
while-Schleife in den Zeilen 26 bis 32 erreicht, die 2 # @ und
ECT(0, 0, A'(0)) > Ict; als Bedingung hat. Ersteres ist im betrachte-
ten Fall gegeben, weil o’ € 2. Letzteres gilt aber nach der Definition
von A’(0) in (3.11) auf Seite 50 nur, falls zusitzlich folgende Bedin-
gung erfiillt ist:

ﬂiz € Tenabled \ O: <lst1’2 > ECT(@ U {O})

AECT(O U {ir}) > ECT(O U {i})) (3.12)

Wenn dies gilt, wird o’ (gegebenenfalls nach einigen Iterationen) als
0 ausgewdhlt und im Schleifenrumpf deaktiviert.

Diese Bedingung ist hdufig, aber nicht immer erfiillt; in Abbil-
dung 3.2 ist sie beispielsweise verletzt. Umgekehrt wird sie von
allen Standard-Instanzen der Probleme erfiillt, die im folgenden Ka-
pitel betrachtet werden. Fiir alle diese Probleme wird damit immer
die optimale Einschrankung gefunden. O
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? '—{ 0 }Q }Toptional
| |
[ I
| ¥ ©
} { i Tenabled
= | 12
ECT( U {i}) < ECT(O U {i»}) /

(a) Bei der Berechnung von ectA wird iy gegentiber i bevorzugt, weil sich so der grofiere Wert
ergibt.

? '—{ 0 }Q }Toptional
| |
[ ‘ iy €]
\ J
[ | 4 Tenabled
[ |
| | i2
ICt]' t

(b) ECT(® U {o,i}) und ECT(® U {o,i>}) sind beide grofer als lct; und ermoglichen damit die
Anwendung der Edgefinding-Regel.

? '—{ 0 }Q }Toptional
| |
| |
| j °
[ | { Tenabled
[ | )
| | i2
ECT(@U {o}) {

(c) Da Ist; im Gegensatz zu Ist;, kleiner als ECT(O U {0}) ist, ermoglicht nur i das Deaktivieren
von o.

Abbildung 3.2: Bei diesem Beispiel wird eine Einschrankung tibersehen, weil
i» anstelle von i verwendet wird, obwohl nur i eine Einschran-
kung ermoglicht.
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Um auch im letzten Fall alle Anwendungen der Edgefinding-Regel zu finden,
miisste A’(0) derart umdefiniert werden, dass die zusitzliche Bedingung aus
(3.12) wegfillt, was abweichend von (3.11) auf Seite 50 folgende Gleichung
ergibt:

AN(0) :={i € Tenaplea \ @ | Ist; <ECT(O@U{0})}

Damit fallt aber die Moglichkeit weg, ECT(O, (2, A(0)) mit der Schleifentechnik
aus Abschnitt 3.1.2 zu berechnen, weil abhédngig von dem gerade betrachteten
o0 € (2 der Wert ecta fiir unterschiedliche i bekannt sein miisste.

Die Versuche des Autors, ECT(®, (2, A’(0)) mit linearem oder amortisiert
linearem Aufwand zu berechnen, haben trotz intensiver Bemiihungen nicht
zum Erfolg gefiihrt. Da o und i jeweils aus O(n) vielen Aktivititen ausgewahlt
werden miissen und sich deren Wahl gegenseitig beeinflusst, wére es notwendig,
das Verhiltnis der beiden Aktivitidten geschickt auszunutzen, um nicht alle
Kombinationen durchprobieren zu miissen. Die am Ende von Abschnitt 3.2.1
vorgestellte Variante der Schleifenmethode ist das beste Vorgehen, das auf
dieser Grundlage erreicht werden konnte; es findet aber nicht immer die beste
Kombination von o und i.

Eine optimale Implementierung wiirde an dieser Stelle also eine hohere
Zeitkomplexitdt mit sich bringen und damit nidher an das zweite Extrem aus Ta-
belle 3.2 auf Seite 59 heranriicken. Ob die gewédhlte Herangehensweise eine
sinnvolle Abwagung zwischen Stirke der Einschrankung und kurzer Laufzeit
darstellt, wird im folgenden Kapitel untersucht.
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Laufzeitmessungen

Zeit ist Leben.

Michael Ende, »Momo«

Der in Listing 3.3 auf Seite 51 eingefiihrte Edgefinding-Algorithmus wurde
zusammen mit Algorithmen fiir die iibrigen in Abschnitt 2.2 vorgestellten Filter-
regeln im Rahmen dieser Diplomarbeit in der Java-Bibliothek firstcs [HMS 03]
implementiert. Da diese Bibliothek die Auswahl zwischen unterschiedlichen
Edgefinding-Algorithmen erlaubt, konnen diese miteinander verglichen werden.
In diesem Kapitel werden die verschiedenen Verfahren auf Laufzeit und Starke
der Suchraumeinschrankung hin untersucht.

Dabei werden die folgenden Edgefinding-Algorithmen betrachtet:

Neuer Algorithmus: Der im vorigen Kapitel eingefiihrte Algorithmus (Lis-
ting 3.3). Er findet fast alle Einschrankungen und benétigt dafiir O (n?)
Zeit.

Vereinfachter Algorithmus: Dieser Algorithmus arbeitet &hnlich wie der vor-
herige, ldsst aber die Schleife in den Zeilen 26 bis 32 aus. Damit findet
er zwar unter Umstdnden weniger Einschrankungen, spart aber mit der
Berechnung von ECT(0, (2, A'(0)) die aufwendigste Anweisung des Al-
gorithmus ein. Die Komplexitit ist weiterhin O (n?), weil in Zeile 35 eine
weitere O(n)-Anweisung in der repeat-Schleife enthalten ist.

Nur-aktivierte-Algorithmus: Der Algorithmus von Vilim, Bartdk und Cepek
[VBCos]. Er lisst Aktivititen aus Toptional Unberiicksichtigt, bietet aber mit
O(nlogn) eine bessere Zeitkomplexitit.

Iterativer Algorithmus: Die Erweiterung des vorigen Algorithmus mit der
Technik aus Listing 2.5 auf Seite 38. Er findet als einziger der getesteten
Algorithmen alle Anwendungen der Edgefinding-Regel, hat aber mit
O(n?logn) die grofite asymptotische Zeitkomplexitit.
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Die Auswahl der Algorithmen ermoglicht die Untersuchung der folgenden
Fragestellungen:

e Ermoglicht das Einbeziehen optionaler Aktivititen in das Edgefinding
tiberhaupt einen Zeitgewinn?

Dieser Frage kann durch den Vergleich mit dem Algorithmus nachgegan-
gen werden, der nur aktivierte Aktivitdten berticksichtigt.

e Wie viel Aufwand lohnt sich bei der Suche nach Einschrankungen fiir
optionale Aktivitdten?

Die tibrigen drei Algorithmen verfolgen hier unterschiedliche Ansitze,
die jeweils andere Kompromisse zwischen Anzahl der gefundenen Ein-
schrankungen und dem dafiir benotigten Aufwand bedeuten. In dieser
Hinsicht ist auch interessant, ob sich der neue und der vereinfachte Algo-
rithmus trotz ihrer komplexeren Datenstrukturen, die mit zusatzlichem
Verwaltungsaufwand und damit hoheren konstanten Faktoren einher-
gehen, in praktischen Anwendungen vom iterativen Algorithmus mit
seinem hoheren asymptotischen Aufwand absetzen konnen.

Fiir die Suche wurde das in Abschnitt 2.4.1 beschriebene Verfahren eingesetzt.
Zur Fixpunktbildung wurde eine Variante des Verfahrens aus Listing 2.4 auf
Seite 33 verwendet, bei der auf die Uberlasterkennung verzichtet wird. Da
alle betrachteten Edgefinding-Algorithmen auch die Uberlast-Regel verwenden,
werden so aussagekriftigere Messergebnisse erzielt.

Der prinzipiellen Ungenauigkeit bei der Zeitmessung mit Java-Programmen
wurde dadurch begegnet, dass jede Messung fiinfmal in Folge durchgefiihrt
und anschlieffend daraus der Mittelwert gebildet wurde. Dabei wurde der
schlechteste Wert nicht miteinbezogen, um den Einfluss der Garbage-Collection
auf das Messergebnis zu reduzieren. Trotz dieser Herangehensweise sind die
Laufzeiten nicht exakt reproduzierbar und schwanken zwischen mehreren
Messungen, sodass trotz der angegebenen Genauigkeit von 1ms erst ab etwa
100ms Differenz von einer signifikanten Abweichung ausgegangen werden soll-
te. Hinzu kommt, dass die Genauigkeit der verwendeten Bibliotheksfunktion
System.currentTimeMillis () begrenzt ist: Obwohl Millisekunden zurtickgege-
ben werden, konnen wiederholte Messungen desselben Programmabschnitts
entweder 15, 16 oder 31ms ergeben, ohne dass jemals Werte dazwischen erreicht
werden. Dies konnte auf Prozess- und Thread-Wechsel zurtickzufiihren sein.

Im Folgenden werden unterschiedliche Probleme vorgestellt, zu deren Lésung

exklusive Ressourcen verwendet werden, sodass dabei die unterschiedlichen
Edgefinding-Algorithmen miteinander verglichen werden konnen.
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4.1. Modifizierte Instanzen des Job-Shop-Problems

Das Job-Shop-Problem kommt aus der industriellen Produktionsplanung. Ver-
schiedene Werkstiicke (englisch jobs) miissen in einer bestimmten Reihenfolge
mehrere Maschinen durchlaufen, an denen sie bearbeitet werden. In der mathe-
matischen Modellierung wird eine Menge von n Werkstiicken angegeben, die
jeweils m Arbeitsschritte (englisch tasks) mit individueller Dauer durchlaufen.
Daneben gibt es ebenfalls m Maschinen. Jeder Arbeitsschritt benétigt eine dieser
Maschinen, und die m Arbeitsschritte jedes Werkstiicks verteilen sich jeweils
auf alle m Maschinen. Zu einer Instanz des Job-Shop-Problems wird dann die
frithestmogliche Zeit gesucht, zu der alle Werkstiicke fertig sein konnen.

Das Job-Shop-Problem ist NP-vollstandig [G]79, Problem SS18 auf Seite 242],
weshalb die Constraint-Programmierung sich als ein Losungsansatz anbietet,
der wegen seiner Schnelligkeit seit einiger Zeit viel Beachtung findet [BPNgs5;
Colo6].

Da die Maschinen immer nur ein Werkstiick gleichzeitig bearbeiten kon-
nen und dabei nicht unterbrochen werden diirfen, konnen sie mit einem
SingleResource-Constraint pro Maschine modelliert werden. Daneben werden
bei jedem Werkstiick Before-Constraints verwendet, um die richtige Reihenfolge
der einzelnen Aktivitdten sicherzustellen.

Wird das Maximum der Fertigstellungszeiten der Aktivitaten mit zusatzlichen
Constraints an eine Variable x gebunden, muss deren Wert minimiert werden,
um eine moglichst gute Losung zu erhalten. Das Tripel (C, x, min) ist damit ein
Constraint-Optimierungs-Problem (vgl. Definition 1.13 auf Seite 17), wobei C
die Menge der verwendeten Constraints bezeichnet.

Das Job-Shop-Problem bietet sich fiir Laufzeitmessungen an, weil es eine
grofie Anzahl von verdffentlichten Benchmark-Instanzen gibt [FT63; Law84;
ABZ88; SWV92; YNo2].

Beispiel. In Tabelle 4.1 auf der ndchsten Seite wird die Instanz fto6 von Fisher
und Thompson [FT63] gezeigt, die jeweils 6 Werkstiicke und Maschinen umfasst.
Um diese Instanz mit Constraints zu modellieren, muss fiir alle Werkstiicke
j € {1,...,6} und Arbeitsschritte t; € {1,...,6} jeweils eine Aktivitat i,
angelegt werden. Diesen Aktivitdten wird jeweils die in der Tabelle angegebene
Dauer zugewiesen. Da die Zeitpunkte der Bearbeitung noch unbekannt sind,
wird den Start- und Fertigstellungsvariablen der Aktivititen das Intervall
[0, end] als Doméne zugewiesen, wobei end eine geeignete obere Schranke ist.
Hierzu kann beispielsweise die Summe aller Dauern der einzelnen Aktivitdten
verwendet werden.
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Tabelle 4.1: Die Instanz fto6 [FT63] des Job-Shop-Problems mit 6 Werkstiicken
und 6 Maschinen. Fiir jedes Werkstiick j; ist angegeben, in welcher
Reihenfolge wieviel Zeit auf den einzelnen Maschinen benétigt
wird.

Werkstiick Aufg.1 Aufg.2 Aufg.3 Aufg.4 Aufg.5 Aufg.6

I My: 1 Mp: 3 Myt 6 Ms: 7 Ms: 3 Mg 6
jz Mli 8 Mz: 5 M42 10 M5: 10 Mo: 10 M32 4
J3 My: 5 Ms: 4 Ms: 8 Mp: 9 Mp: 1 Mg 7
Ja My 5 Mgp: 5 My 5 Ms: 3 My: 8 Ms: o9
j5 Mz: 9 M1: 3 M42 5 M52 4 Mo: 3 M32 1
J6 My 3 Ms: 3 Ms: 9 Mg 10 My: 4 My 1

Uber diesen Aktivitdten miissen dann Before-Constraints abgesetzt werden,
die die richtige Reihenfolge der Arbeitsschritte an einem Werkstiick sicherstel-
len:

Before(ijt,ij41) Vied{l,...,6}vte{l,...,5}

AufSerdem muss mit SingleResource-Constraints sichergestellt werden, dass die
unterschiedlichen Arbeitsschritte an einer Maschine iiberlappungsfrei sind. Fiir
das vorliegende Beispiel leisten das die folgenden Constraints:

Fir My :  SingleResource(i1p,i25,134,142,155, 164
Fiar M; :  SingleResource(i1 3,121,135, 141,152, 161

Fir M2 . SingleResource 1'1’1,1'2,2, i3,1,i4,3, i5,1/i6,6)
Fiir M4 . SingleResource i1,6, i2,3, i3,6/ Z'4,5, Z'5,3, Z'6,5)

(
(
(
Fur Mz :  SingleResource(i1 4,126,137, 144,156,162
(
(

Fiir M5 : Siﬂgl@RESOLlTCE Z'1,5, Z'2,4, i3,3, i4,6, Z.5,4, Z.6,3
Abbildung 4.1 zeigt eine optimale Losung dieser Instanz.

Fiir die Zeitmessungen wurden die von Vilim, Bartdk und Cepek [VBC05,
Seite 423] eingefiihrten -alt Varianten der publizierten Job-Shop-Instanzen ver-
wendet. In dieser Variante kann bei jedem Werkstiick entweder der 5. oder
der 6. Arbeitsschritt weggelassen werden. In der Modellierung wirkt sich das
dahingehend aus, dass fiir diese Arbeitsschritte optionale Aktivitdten verwen-
det werden, deren status-Variablen mit einem NotEqual-Constraint verkniipft
werden. So wird sichergestellt, dass genau eine der beiden optionalen Aktivi-
taten eines Werkstiicks in einer Losung enthalten ist. Auf diese Weise sollen
Alternativen im Fertigungsprozess modelliert werden.
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Abbildung 4.1: Eine optimale Losung fiir die Job-Shop-Instanz fto6. Jede Zeile
entspricht einer Maschine, jedes Rechteck einem Arbeitsschritt
und jede Farbe einem Werkstiick.

In Tabelle 4.2 auf der ndchsten Seite sind Laufzeit und Anzahl der Back-
tracking-Schritte der zu Beginn des Kapitels vorgestellten Algorithmen fiir
einige Job-Shop-Instanzen angegeben. Die Auswahl der Instanzen erfolgte da-
nach, dass Losungen in weniger als zehn Minuten gefunden werden kénnen.
Gemessen wurde jeweils die Zeit, um bei bekannter optimaler Dauer eine L6-
sung zu finden und anschlieffend deren Optimalitdt dadurch zu beweisen, dass
die Instanz bei um 1 verringerter Gesamtdauer unlésbar wird.

Zunichst soll die Anzahl der Backtracking-Schritte betrachtet werden. Da-
bei ist auffdllig, dass zwar wie zu erwarten der nur-aktivierte-Algorithmus
am schlechtesten abschneidet, die drei anderen Algorithmen jedoch bei allen
Instanzen den gleichen Wert aufweisen. Dies ist insofern tiberraschend, als
die Anzahl der Backtracking-Schritte ein Maf fiir die Anzahl der gefundenen
Einschrankungen ist und nur der iterative Algorithmus alle Einschrankungen
finden kann. Bei den betrachteten Instanzen werden aber weder vom neuen
noch vom vereinfachten Algorithmus Einschrankungen {ibersehen.’

Bei der Betrachtung der Laufzeiten ist zu erkennen, dass unter den drei Al-
gorithmen, die optionale Aktivititen einbeziehen, der vereinfachte meistens am
besten abschneidet und der neue in vielen, aber nicht allen Fillen schneller als
der iterative ist. Wie zu erwarten ist damit der vereinfachte Algorithmus in allen
Féllen schneller als der neue — er benétigt schliefslich weniger Anweisungen
und findet in allen Féllen genausoviele Einschrankungen.

Der Vergleich mit dem iterativen Algorithmus zeigt, dass der vereinfach-

! Hierfiir werden vom neuen Algorithmus bis zu 0,006% und vom vereinfachten bis zu 0,01%
mehr Fixpunktiterationen benotigt. Diese Abweichungen sind aber so gering, dass sie bei der
Gesamtlaufzeit kaum ins Gewicht fallen und im weiteren vernachldssigt werden. Die genauen
Werte finden sich in Tabelle A.1 auf Seite 79.
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Tabelle 4.2: Laufzeit und Anzahl der Backtracking-schritte bei verschiedenen
Job-Shop-Problemen. Am Ende der Tabelle sind zum Vergleich drei
unmodifizierte Instanzen ohne optionale Aktivititen angegeben.
Alle Instanzen haben 10 Werkstiicke und 10 Maschinen, was bei

den -alt Instanzen zu 20 optionalen Aktivitdten fiihrt.

neu vereinfacht nur-aktivierte iterativ
Instanz Zeit/ms #bt Zeit/ms #bt Zeit/ms = #bt Zeit/ms #Dbt
abzs-alt 4843 5859 4484 5859 4515 6441 4964 5859
orbot-alt 5574756344 5366256344 49361 56964 57013 56344
orboz2-alt 7800 7265 7394 7265 9590 10610 7609 7265
orboy-alt 81856 99471 79063 99471 78309 104201 79786 99471
orb1o-alt 136 85 125 85 121 85 132 85
lai6-alt 7269 8294 6886 8294 6593 8841 7241 8294
la1y-alt 46 9 31 9 35 11 31 9
la18-alt 26780 26846 25147 26846 24877 29039 25897 26846
la1g-alt 2566 2022 2406 2022 4609 4632 2574 2022
lazo-alt 62 53 63 53 55 53 62 53
abzs 5863 5107 5863 5107 5587 5107 5570 5107
orbo1 29612 21569 29706 21569 28198 21569 28336 21569
orboz 10144 7937 10187 7937 9644 7937 9687 7937

te schon bei der kleinen Instanzgrofie von nur 10 Aktivitdten pro exklusiver
Ressource von seiner geringeren Komplexitdt profitiert, wiahrend dies fiir den
neuen nur in einigen Féllen zutrifft. Dabei ist auch zu berticksichtigen, dass der
iterative Algorithmus nur bei vielen optionalen Aktivitaten wirklich langsamer
wird, weil ein 7 in seinem asymptotischen O(n?logn)-Aufwand sich nur auf
optionale Aktivititen bezieht.? Die einzigen Fille, in denen der vereinfachte
signifikant schlechter als der iterative ist, sind dementsprechend die drei un-
modifizierten Instanzen am Fufs der Tabelle, die tiberhaupt keine optionalen
Aktivitdten aufweisen.

Interessant ist auch der Vergleich zwischen dem vereinfachten Algorithmus
und dem, der nur aktivierte Aktivitdten einbezieht: Letzterer ist erwartungs-
gemdfs bei den drei Instanzen ohne optionale Aktivitdten schneller, weil hier
der zusitzliche Aufwand der {iibrigen Algorithmen keine zusitzlichen Ein-
schrankungen finden kann. Bei den iibrigen getesteten Instanzen ist das Bild

2 Dieses n ist eigentlich ein n + 1, sodass auch bei 0 optionalen Aktivitdten noch ein Aufwand
von O(nlogn) anfillt.
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4.2. Random-Placement-Problem

uneinheitlich: Bei sechs von zehn Instanzen ist der nur-aktivierte-Algorithmus
schneller, die stiarksten Abweichungen gehen aber zugunsten des vereinfachten
Algorithmus: Bei orboz-alt benottigt der nur-aktivierte knapp 30%, bei la1g-alt
sogar iiber 90% mehr Zeit. Diese grofsen Abweichungen kommen in den Fillen
zustande, in denen auch die Anzahl der Backtracking-schritte weit auseinan-
derliegt.

Da alle der hier getesteten Job-Shop-Instanzen nur zehn Aktivititen pro
Ressource aufweisen, von denen nur 20% optional sind, liegt die Frage nach
dem Verhalten der Algorithmen bei Problemen mit einem hoheren Anteil
von optionalen Aktivititen nahe. Ein solches wird im folgenden Abschnitt
untersucht und verwendet zusétzlich auch mehr optionale Aktivitiaten pro
Ressource.

4.2. Random-Placement-Problem

Beim Random-Placement-Problem geht es darum, ob und wie eine Menge
von Rechtecken tiberlappungsfrei auf einer rechteckigen Grundflache platziert
werden kann [BMRo4, Seite 244]. Dabei konnen noch zusédtzliche Randbedin-
gungen fiir die Platzierung der einzelnen Rechtecke in Form von Intervallen
zuldssiger x- und y-Koordinaten angegeben werden.3 Der Name des Problems
rithrt daher, dass die Autoren eine grofiere Anzahl von Testfédllen fiir eines
ihrer Programme benétigten und deshalb grofien Wert auf die automatische
Erzeugbarkeit zufilliger Instanzen gelegt haben. Im Internet ist eine Sammlung
vorgenerierter Instanzen verfiigbar [RV]. In Abbildung 4.2 auf der ndchsten
Seite ist eine aus dieser Sammlung entnommene Beispielinstanz dargestellt.

Das Problem ist eng mit der Zeitplanung verwandt: Wenn man die x-Achse
als Zeitachse und unterschiedliche y-Werte als verschiedene Rdume sowie die
zu platzierenden Rechtecke als Veranstaltungen interpretiert, entspricht eine
Losung gerade einer zuldssigen Verteilung von Veranstaltungen auf die Riume
und Zeitfenster.

Da die Beispielinstanzen alle eine feste Hohe von 1 aufweisen, entspricht
dieses Problem gerade einer alternativen Ressource, wie sie in der Einfithrung
zu Abschnitt 2.2 erwdhnt wurde: Jeder y-Wert entspricht einer Einzelressource,
und jedes Rechteck kann zwischen den Ressourcen beliebig verschoben wer-
den. Wenn die y-Position eines Rechtecks eingeschrankt ist, kommen nur die
entsprechenden Ressourcen in Betracht.

3 In der Regel wird neben den Grenzen der Grundfldche nur eine untere Schranke fiir die
y-Koordinate angegeben.
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4. Anwendungen und Laufzeitmessungen

Abbildung 4.2: Die Instanz 8ogeno1 (die erste Beispielinstanz mit 80% Auslas-
tung) des Random-Placement-Problems mit einer Losung. Die
Liicken kommen durch Einschriankungen der y-Koordinaten
zustande.

Da das alternative-Ressourcen-Constraint mithilfe mehrerer SingleResource-
Constraints implementiert werden kann, deren Aktivitidten zunachst alle op-
tional sind [WSos], eignet sich das vorgestellte Problem hervorragend fiir Zeit-
messungen beziiglich der unterschiedlichen Edgefinding-Algorithmen. In Ab-
bildung 4.3 sind die Ergebnisse dieser Messungen dargestellt. Uber die x-Achse
sind dabei die verschiedenen Beispielinstanzen verteilt, die nach Auslastung
gruppiert sind. Eine Auslastung von 80% bedeutet in diesem Zusammenhang,
dass die zu platzierenden Rechtecke 80% der Gesamtfldche ausfiillen. Von den
jeweils 50 unter [RV] verfiigbaren Beispielinstanzen mit 80%, 85%, 90%, 95%
und 100% Auslastung wurden wieder diejenigen ausgewdhlt, die in weniger
als zehn Minuten l6sbar sind.4

Beim Betrachten der Ergebnisse fillt auf, dass der neue Algorithmus tiber
alle Instanzen hinweg die mit Abstand kiirzeste Laufzeit aufweist. Danach
folgen der Algorithmus, der nur aktivierte Aktivitdten berticksichtigt sowie der
vereinfachte und zuletzt der iterative Algorithmus. Dabei werden der neue und
der iterative mit steigender Auslastung besser, wiahrend die anderen beiden Al-
gorithmen bei diesen Instanzen mehr Zeit benétigen. Das ist vermutlich darauf
zuriickzufiihren, dass das Problem mit hoherer Auslastung schwieriger wird
(es gibt weniger mogliche Losungen), die beiden erstgenannten Algorithmen
dies jedoch durch bessere Einschrankungen ausgleichen kénnen.

4 Dies umfasst alle Instanzen mit 80% und 85% Auslastung, 44 der 50 Instanzen mit 90%
Auslastung, 46 der 50 Instanzen mit 95% Auslastung und 29 der 50 Instanzen mit 100%
Auslastung.
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Abbildung 4.3: Laufzeit der Losungssuche fiir Standardinstanzen des Random-
Placement-Problems mit den verschiedenen Edgefinding-
Algorithmen
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4. Anwendungen und Laufzeitmessungen

An dieser Stelle ist auch bemerkenswert, dass in fast allen Faillen kein Back-
tracking zum Finden einer Losung notwendig ist — die einzige Ausnahme bildet
der nur-aktivierte-Algorithmus bei einer der Instanzen mit 100% Auslastung.
Dies fiihrt in Abbildung 4.3 dazu, dass der zugehdrige Messwert sogar noch
tiber dem des iterativen liegt. Trotz der gleichen Anzahl von Backtracking-
Schritten hat die Stdarke der Einschriankung einen Einfluss auf die Gesamt-
laufzeit, weil beim Traversieren des Suchbaums nur dann propagiert werden
muss, wenn zuvor mehrere Moglichkeiten bestanden. Wenn also bei einem
Suchschritt alle bis auf eine der Moglichkeiten durch vorheriges Filtern nicht
mehr in Frage kommen, kann die anschliefSende Propagation tibersprungen
werden, weil sich gegeniiber dem letzten Propagieren nichts gedndert hat und
der dabei gefundene Fixpunkt nach wie vor Bestand hat.

In diesem Zusammenhang ist tiberraschend, dass der vereinfachte Algorith-
mus bei diesem Problem schlechter als der nur-aktivierte abschneidet, obwohl
er von der Zahl der gefundenen Einschrankungen wie auch der praktischen
Laufzeit her zwischen dem neuen und dem nur-aktivierten liegt. Ein Blick
auf Abbildung 4.4 liefert die Erklarung: Dort wird die Anzahl der Suchschritte
gezeigt, bei denen tatsdchlich eine Auswahl stattfindet. Je niedriger der Wert,
desto mehr Einschrankungen wurden von dem entsprechenden Algorithmus
gefunden. Der iterative und der neue Algorithmus liegen hier gleichauf — wie-
der verwirklicht der neue Algorithmus bei allen Instanzen alle zuldssigen
Suchraumeinschrankung.> Die beiden anderen Algorithmen folgen mit einigem
Abstand, liegen aber nahe beieinander. Dieser Befund legt nahe, dass der verein-
fachte Algorithmus bei diesem Problem die entscheidenden Einschrankungen
nicht findet, die dem neuen Algorithmus so gute Ergebnisse ermoglichen. Diese
Einschrankungen miissen folglich durch den Programmabschnitt zustandekom-
men, der im vereinfachten ausgelassen wurde.

Eine weitere Beobachtung ist, dass der iterative Algorithmus zwar genauso-
viele Einschrankungen wie der neue findet, bei der Laufzeit aber das Schluss-
licht bildet. Offenbar reichen schon die bei den getesteten Random-Placement-
Instanzen auftretenden 50 bis 100 Aktivititen pro Ressource dazu aus, dass die
schlechtere asymptotische Laufzeit den Vorteil der einfacheren Datenstrukturen
tiberwiegt.

Insgesamt ist festzustellen, dass das Einbeziehen optionaler Aktivititen beim
Edgefinding zu einer kiirzeren Gesamtlaufzeit fithren kann. Der neue Algorith-
mus liegt besonders bei vielen optionalen Aktivitdten eindeutig vor den bisher
bekannten Algorithmen. Sind wie bei den betrachteten Job-Shop-Instanzen

5 Bei der Anzahl der Fixpunktiterationen gibt es in Einzelféllen geringfiigige Abweichungen,
die aber wieder unter der Promillegrenze liegen. Siehe dazu auch Abbildung A.1 auf Seite 8o.
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Abbildung 4.4: Anzahl der Auswahlschritte bei den verschiedenen Edge-
finding-Algorithmen fiir Standardinstanzen des Random-
Placement-Problems
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4. Anwendungen und Laufzeitmessungen

weniger Aktivititen vorhanden und nur wenige davon optional, ist mal der
vereinfachte und mal der nur-aktivierte-Algorithmus am schnellsten. Nur wenn
iiberhaupt keine optionalen Aktivititen beteiligt sind, weist der nur-aktivierte-
Algorithmus die kiirzeste Laufzeit auf.

Durch die Messungen am Random-Placement-Problem wurde deutlich, dass
der neu entwickelte Algorithmus besonders bei vielen und optionalen Aktivita-
ten Vorteile gegeniiber den iibrigen Algorithmen bietet. Bei dem von Sarkarati
betrachteten Satellitenplanungsproblem [Saroy] diirfte sich dieser Effekt noch
verstarken, weil dort nicht nur (wie bei den Random-Placement-Instanzen)
50 bis 100, sondern mehrere hundert oder sogar mehrere tausend Aktivitaten
pro Ressource vorliegen, die alle optional sind.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Alles nimmt ein gutes Ende
fiir den, der warten kann.

Leo Tolstoi, Schriftsteller

In dieser Diplomarbeit wurde ausgehend von den Grundlagen der Constraint-
Programmierung untersucht, wie Zeitplanungsprobleme modelliert und gelost
werden konnen. Der Schwerpunkt lag dabei auf exklusiven Ressourcen, an
denen optionale Aktivitdten beteiligt sind. Diese stellen eine besondere Her-
ausforderung dar, weil sie bei der Modellierung zahlreicher praxisrelevanter
Probleme eine zentrale Rolle spielen, herkommliche Filteralgorithmen aus ih-
nen aber keine Einschriankungen ableiten konnen, welche die Doménen — und
damit den Suchraum — einschranken. Zur Beschleunigung der Suche sind solche
Algorithmen jedoch dufierst wiinschenswert.

In dieser Arbeit wurde insbesondere die Edgefinding-Regel betrachtet, die
ein zentrales Werkzeug zum Filtern an exklusiven Ressourcen ist. Es wurde
ein neuer Algorithmus entwickelt, der optionale Aktivitdten in das Filtern mit-
einbezieht. Bei der mathematischen Untersuchung dieses Algorithmus konnte
gezeigt werden, dass er

e korrekt ist und damit keine unzuldssigen Einschrankungen vornimmt,

e mit einer asymptotischen Komplexitit von O(n?) implementiert werden
kann und

o fast alle Anwendungen der Edgefinding-Regel findet.

Bei den Experimenten mit praktischen Problemen zeigte sich, dass kaum
Einschrankungen verloren gehen: Gegeniiber einem optimalen Algorithmus,
der alle Einschrankungen findet, wurden nur bis zu einem Promille zusé&tzliche
Fixpunktiterationen benétigt, nach deren Abschluss die gleiche Anzahl von
Einschrankungen gefunden wurde.

Die abschlieflenden Zeitmessungen zum Vergleich verschiedener Edgefinding-
Algorithmen fiihrten zu dem Ergebnis, dass der neue Algorithmus insbeson-
dere bei Problemen mit vielen optionalen Aktivititen deutlich weniger Zeit
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bendtigt als die bisher bekannten Algorithmen: Bei den Messungen am Random-
Placement-Problem war er im Durchschnitt tiber 30% besser als der beste seiner
Konkurrenten.

Sind wie bei den untersuchten Instanzen des Job-Shop-Problems nicht so
viele optionale Aktivitdten beteiligt, ist die Lage weniger eindeutig: Der neue
Algorithmus findet zwar auch hier mehr Einschrankungen, die dadurch gewon-
nene Zeit steht aber der lingeren Laufzeit pro Aufruf gegeniiber, sodass nur
in wenigen Féllen ein Zeitgewinn moglich ist. Eine vereinfachte Variante des
neuen Algorithmus ermoglicht aber auch hier gute Resultate.

Eine interessante Frage fiir zukiinftige Untersuchungen ist daher, wie ausge-
hend von der Anzahl der beteiligten Aktivitidten und dem Anteil der optionalen
Aktivitdten eine Heuristik entwickelt werden kann, die moglichst zuverléssig
den schnellsten Algorithmus auswéhlt. Die in dieser Arbeit prasentierten Mess-
ergebnisse liefern daftir zwar erste Anhaltspunkte, fiir zuverldssige Aussagen
wire aber die Betrachtung weiterer Problemklassen notwendig.

Auch die Untersuchung verschiedener Suchstrategien fiir optionale Akti-
vitdten bietet Gelegenheit fiir kiinftige Forschung: Die in Abschnitt 2.4.1 be-
schriebene Methode wurde im Rahmen dieser Diplomarbeit aufgrund einiger
theoretischer Uberlegungen entwickelt, aber nicht mit anderen Ansitzen vergli-
chen.
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A. Weitere Messergebnisse

Tabelle A.1: Anzahl der Fixpunktiterationen bei verschiedenen Job-Shop-
Problemen. Ein direkter Vergleich ist nur zwischen dem neuen,
vereinfachten und iterativen Algorithmus sinnvoll, da der nur-
aktivierte-Algorithmus eine andere Anzahl von Backtracking-
Schritten aufweist. Bemerkenswert sind vor allem die sehr ge-
ringen, aber vorhandenen Abweichungen zwischen diesen drei

Algorithmen. Siehe auch Fufinote 1 auf Seite 69.

neu vereinfacht nur aktivierte iterativ
abzs-alt 115995 115995 128837 115996
orbo1-alt 1445423 1445423 1466121 1445340
orbo2-alt 202854 202854 282923 202907
orboy-alt 2215950 2215949 2364201 2215907
orb1o-alt 3572 3572 3600 3572
lai6-alt 177864 177864 187223 177864
laty-alt 831 831 888 831
la18-alt 665371 665418 710744 665330
la1g-alt 65991 65991 136212 65988
lazo-alt 1475 1475 1502 1475
abzs 169502 169502 169502 169502
orbo1 885970 885970 885970 885970
orbo2 299851 299851 299851 299851
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Abbildung A.1: Fixpunktiterationen bei der Losungssuche fiir Standardin-
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stanzen des Random-Placement-Problems mit den einzelnen
Edgefinding-Algorithmen. Siehe auch Fufinote 5 auf Seite 74.



Literaturverzeichnis

[ABZS88]

[Baroz]

[BF99]

[BMRo4]

[BPg5]

[BP96]

Adams, Joseph, Egon Balas und Daniel Zawack. »The Shifting
Bottleneck Procedure for Job Shop Scheduling«. In: Management
Science 34.3 (Méarz 1988). 391—401. Focussed Issue on Heuristics.
ISSN 0025-1909.

Bartak, Roman. Constraint-Based Scheduling. An Introduction For
Newcomers. Technical Report TR 2002/2. Charles University in
Prague, Institute for Theoretical Computer Science. 2002. URL:
http://www.cs.sfu.ca/CC/827/havens/papers/IMS2003-1.pdf
(besucht am 07. 09. 2007).

Beck, J. Christopher, und Mark S. Fox. »Scheduling Alternative
Activities«. In: Proceedings of the Sixteenth National Conference on
Artificial Intelligence (AAAI-99). AAAI Press, 1999. ISBN 0-262-51106-
1. 680-687. URL: http://4c.ucc.ie/web/upload/publications/
inProc/AltActs.aaai99.pdf (besucht am o7.09.2007).

Bartdk, Roman, Tom4s Miiller und Hana Rudova. »A New Ap-
proach to Modeling and Solving Minimal Perturbation Problems«.
In: Recent Advances in Constraints. Joint ERCIM/CoLogNET Inter-
national Workshop on Constraint Solving and Constraint Logic
Programming, CSCLP 2003. Lecture Notes on Computer Science
3o10. Berlin Heidelberg: Springer, 2004. ISBN 978-3-540-21834-0. DOI:
10.1007/b96986. 233-249.

Baptiste, Philippe, und Claude le Pape. »A Theoretical and Expe-
rimental Comparison of Constraint Propagation Techniques for
Disjunctive Scheduling«. In: Proceedings of the Fourteenth Interna-
tional Joint Conference on Artificial Intelligence. Morgan Kaufmann,
1995. 600—606. URL: http://www.ilog.cn/products/optimization/
tech/research/ijcai95.pdf (besucht am o7.09.2007).

Baptiste, Philippe, und Claude le Pape. »Edge-Finding Constraint
Propagation Algorithms for Disjunctive and Cumulative Schedul-
ing«. In: Proceedings of the Fifteenth Workshop of the U.K. Planning
Special Interest Group. Liverpool, United Kingdom 1996.

81


http://www.cs.sfu.ca/CC/827/havens/papers/IMS2003-1.pdf
http://4c.ucc.ie/web/upload/publications/inProc/AltActs.aaai99.pdf
http://4c.ucc.ie/web/upload/publications/inProc/AltActs.aaai99.pdf
http://dx.doi.org/10.1007/b96986
http://www.ilog.cn/products/optimization/tech/research/ijcai95.pdf
http://www.ilog.cn/products/optimization/tech/research/ijcai95.pdf

Literaturverzeichnis

[BPNo1]

[BPNos5]

[Brugo]

[CLo4]

[Colg6]

[CP94]

[Decoz]

[DIo6]

[EMG™o1]

82

Baptiste, Philippe, Claude le Pape und Wim Nuijten. Constraint-
Based Scheduling. Applying Constraint Programming to Scheduling Pro-
blems. Boston: Kluwer Academic Publishers, 2001. 1SBN 0792374088.

Baptiste, Philippe, Claude le Pape und Wim Nuijten. »Constraint-
Based Optimization and Approximation for Job-Shop Scheduling«.
In: Proceedings of the AAAI-SIGMAN Workshop on Intelligent Manu-
facturing Systems. 1995. 5-16.

Brucker, Peter. »Complex Scheduling Problems«. In: Osnabriick-
er Schriften zur Mathematik. Reihe P. 214 (1999). URL: ftp://ftp.
mathematik . uni-osnabrueck.de/pub/osm/preprints/complex.
ps.gz (besucht am 07.09.2007).

Caseau, Yves, und Frangois Laburthe. »Improved CLP Scheduling
with Task Intervals«. In: Proceedings of the 11th International Con-
ference on Logic Programming. ICLP’94. Cambridge, USA: The MIT
Press, 1994. URL: http://www.cs.sfu.ca/research/groups/ISL/
library/Resource.scheduling/caseau94improved. pdf (besucht
am 14. 09. 2007).

Colombani, Yves. »Constraint programming: an efficient and prac-
tical approach to solving the job-shop problem«. In: Principles and
Practice of Constraint Programming. CPg6. Lecture Notes in Com-
puter Science 1118. Berlin Heidelberg: Springer, 1996. ISBN 3-540-
61551-2. DOI: 10.1007/3-540-61551-2_72. 149-163.

Carlier, Jaques, und Eric Pinson. » Adjustments of head and tails for
the job-shop problem«. In: European Journal of Operational Research
78 (2 1994). 146—161. I1SSN 0377-2217. DOIL: 10.1016/0377-2217(94)
90379-4.

Dechter, Rina. »From local to global consistency«. In: Artificial
Intelligence 55.1 (1992). 87-107. ISSN 0004-3702. DOIL 10.1016/
0004-3702(92)90043-W.

Demetrescu, Camil, und Giuseppe F. Italiano. »Dynamic short-
est paths and transitive closure: Algorithmic techniques and
data structures«. In: Journal of Discrete Algorithms 4.3 (2006).
353—383. URL: http://www.dis.uniromal.it/~demetres/docs/
dynamic-techniques.pdf (besucht am o07.09.2007).

Ehrig, Hartmut, Bernd Mahr, Martin Grofse-Rhode, Felix Cornelius
und Philip Zeitz. Mathematisch-strukturelle Grundlagen der Informatik.
2. Aufl. Berlin Heidelberg: Springer, 2001. I1SBN 3-540-41923-3.


ftp://ftp.mathematik.uni-osnabrueck.de/pub/osm/preprints/complex.ps.gz
ftp://ftp.mathematik.uni-osnabrueck.de/pub/osm/preprints/complex.ps.gz
ftp://ftp.mathematik.uni-osnabrueck.de/pub/osm/preprints/complex.ps.gz
http://www.cs.sfu.ca/research/groups/ISL/library/Resource.scheduling/caseau94improved.pdf
http://www.cs.sfu.ca/research/groups/ISL/library/Resource.scheduling/caseau94improved.pdf
http://dx.doi.org/10.1007/3-540-61551-2_72
http://dx.doi.org/10.1016/0377-2217(94)90379-4
http://dx.doi.org/10.1016/0377-2217(94)90379-4
http://dx.doi.org/10.1016/0004-3702(92)90043-W
http://dx.doi.org/10.1016/0004-3702(92)90043-W
http://www.dis.uniroma1.it/~demetres/docs/dynamic-techniques.pdf
http://www.dis.uniroma1.it/~demetres/docs/dynamic-techniques.pdf

[FA97]

[FHK*92]

[FT63]

[GGo4]

[G]79]

[HMS* 03]

[Hoeo1]

[HWo7]

Literaturverzeichnis

Frithwirth, Thom, und Slim Abdennadher. Constraint-Programmie-
rung. Grundlagen und Anwendungen. Berlin Heidelberg: Springer,
1997. ISBN 3-540-60670-X. URL: http://www.informatik.uni-ulm.
de/pm/fileadmin/pm/home/fruehwirth/buch.html (besucht am
07.09. 2007).

Frithwirth, Thom, Alexander Herold, Volker Kiichenhoff u. a. »Con-
straint Logic Programming. An Informal Introduction«. In: Log-
ic Programming in Action. Hg. von Gérard Comyn, Norbert E.
Fuchs und Michael J. Ratcliffe. Lecture Notes in Computer Sci-
ence 636. Berlin Heidelberg: Springer, 1992. 1SBN 3-540-55930-2. DOL:
10.1007/3-540-55930-2_2. 3-35.

Fisher, Henry, und Gerald L. Thompson. »Probabilistic learning
combinations of local job-shop scheduling rules«. In: Industrial
scheduling. Hg. von John F. Muth und Gerald Luther Thompson.
Englewood Cliffs, New Jersey: Prentice-Hall, 1963. 225-251.

Geske, Ulrich, und Hans-Joachim Goltz. » Automatische und in-
teraktive Stundenplanung«. In: Informatik — Forschung und Ent-
wicklung 19.2 (Nov. 2004). 65-73. ISSN 0178-3564. DOI: 10.1007/
s00450-004-0160- x.

Garey, Michael R., und David S. Johnson. Computers and Intractabil-
ity. A Guide to the Theory of NP-Completeness. New York: W. H.
Freeman, 1979. ISBN 0-7167-1045-5.

Hoche, Matthias, Henry Miiller, Hans Schlenker und Armin Wolf.
»firstcs—A Pure Java Constraint Programming Engine«. In: 2nd
International Workshop on Multiparadigm Constraint Programming
Languages. MultiCPL'03. 2003. URL: http://uebb.cs.tu-berlin.
de/MultiCPLO3/Proceedings.MultiCPLO3.RCoRPO3.pdf (besucht
am 07. 09. 2007).

Hoeve, Willem-Jan van. »The Alldifferent Constraint. A Survey«. In:
Sixth Annual Workshop of the ERCIM Working Group on Constraints.
Prague 2001. URL: http://www.andrew.cmu.edu/user/vanhoeve/
#ercim2001 (besucht am 07.09. 2007).

Hofstedt, Petra, und Armin Wolf. Einfiihrung in die Constraint-
Programmierung. eXamen.press. Berlin Heidelberg: Springer, 2007.

ISBN 978-3-540-23184-4.

83


http://www.informatik.uni-ulm.de/pm/fileadmin/pm/home/fruehwirth/buch.html
http://www.informatik.uni-ulm.de/pm/fileadmin/pm/home/fruehwirth/buch.html
http://dx.doi.org/10.1007/3-540-55930-2_2
http://dx.doi.org/10.1007/s00450-004-0160-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00450-004-0160-x
http://uebb.cs.tu-berlin.de/MultiCPL03/Proceedings.MultiCPL03.RCoRP03.pdf
http://uebb.cs.tu-berlin.de/MultiCPL03/Proceedings.MultiCPL03.RCoRP03.pdf
http://www.andrew.cmu.edu/user/vanhoeve/#ercim2001
http://www.andrew.cmu.edu/user/vanhoeve/#ercim2001

Literaturverzeichnis

[Kuho7]

[Law84]

[Rég94]

[RV]

[Sano4]

[Saro7]

[Scho6]

[SWS06]

84

Kuhnert, Sebastian. »Efficient Edge-Finding on Unary Resources
with Optional Activities«. In: International Conference on Applications
of Declarative Programming and Knowledge Management (INAP 2007).
Wiirzburg 2007. URL: http://wwwl.informatik.uni-wuerzburg.
de/databases/INAP/2007/ (besucht am 07.09. 2007).

Lawrence, Stephen R. Resource constrained project scheduling:
an experimental investigation of heuristic scheduling techniques
(Supplement). Technical Report. Graduate School of Industrial Ad-
ministration, Carnegie-Mellon University, Pittsburgh, Pennsylvania,
1984.

Régin, Jean-Charles. »A Filtering Algorithm for Constraints of
Difference in CSPs«. In: Proceedings of the 12th National Conference
on Artificial Intelligence. AAAI 1994. AAAI Press, 1994. ISBN 0-262-
61102-3. 362—367. URL: http://www.constraint-programming.com/
people/regin/papers/alldiff.pdf (besucht am o07.09.2007).

Rudovd, Hana, und Kamil Vefmitovsky. Random Placement Problem
(RPP). URL: http://www.fi.muni.cz/~hanka/rpp/ (besucht am
07.09. 2007).

Sankowski, Piotr. »Dynamic transitive closure via dynamic matrix
inverse. Extended abstract«. In: Proceedings of the 45th Annual IEEE
Symposium on Foundations of Computer Science. Los Alamitos, CA,
USA: IEEE Computer Society, 2004. ISBN 0-7695-2228-9. DOI: 10.
1109/F0CS.2004.25. 509-517.

Sarkarati, Mehran. »Scheduling Optional Tasks in an Over-Con-
strained System of Dependent Unary Resources, Using a COP
Approach«. Master’s Thesis. Technische Universitit Berlin, 2007.

Schutt, Andreas. »Entwicklung suchraumeinschrankender Verfah-
ren zur Constraint-basierten Losung kumulativer Ressourcenpla-
nungsprobleme«. Diplomarbeit. Humbold-Universitidt zu Berlin,
2006.

Schutt, Andreas, Armin Wolf und Gunnar Schrader. »Not-First and
Not-Last Detection for Cumulative Scheduling in O(n®logn)«. In:
Declarative Programming for Knowledge Management. 16th Internation-
al Conference on Applications of Declarative Programming and
Knowledge Management, INAP 2005. Lecture Notes in Computer
Science 4369. Berlin Heidelberg: Springer, 2006. 1SBN 978-3-540-
69233-1. DOI: 10.1007/11963578_6. 66—8o0.


http://www1.informatik.uni-wuerzburg.de/databases/INAP/2007/
http://www1.informatik.uni-wuerzburg.de/databases/INAP/2007/
http://www.constraint-programming.com/people/regin/papers/alldiff.pdf
http://www.constraint-programming.com/people/regin/papers/alldiff.pdf
http://www.fi.muni.cz/~hanka/rpp/
http://dx.doi.org/10.1109/FOCS.2004.25
http://dx.doi.org/10.1109/FOCS.2004.25
http://dx.doi.org/10.1007/11963578_6

[SWVo2]

[TLoo]

[VBCog4]

[VBCos]

[Viloz]

[Vilog]

[Viloy]

[Wolos]

Literaturverzeichnis

Storer, Robert H., S. David Wu und Renzo Vaccari. »New search
spaces for sequencing instances with application to job shop
scheduling«. In: Management Science 38.10 (1992). 1495-1509. ISSN
0025-1909.

Torres, Philippe, und Pierre Lopez. »On Not-First/Not-Last Con-
ditions in Disjunctive Scheduling«. In: European Journal of Oper-
ational Research 127 (2000). 332—343. ISSN 0377-2217. URL: http:
//hal.archives-ouvertes. fr/hal-00022745/en/ (besucht am
07.09.2007).

Vilim, Petr, Roman Bartak und Ondfej Cepek. »Unary Resource
Constraint with Optional Activities«. In: Principles and Practice
of Constraint Programming. 1oth International Conference, CP
2004. Lecture Notes in Computer Science 3258. Berlin Heidel-
berg: Springer, 2004. ISBN 978-3-540-23241-4. DOI: 10.1007/b100482.
62-76.

Vilim, Petr, Roman Bartdk und Ondiej Cepek. »Extension of
O(nlogn) Filtering Algorithms for the Unary Resource Constraint
to Optional Activities«. In: Constraints 10.4 (2005). 403—425. DOL:
10.1007/510601-005-2814-0.

Vilim, Petr. »Batch Processing With Sequence Dependent Setup
Times: New Results«. In: Proceedings of the 4th Workshop of Constraint
Programming for Decision and Control. CPDC’02. 2002. URL: http:
//ktilinux.ms.mff.cuni.cz/~vilim/cpdc2002.pdf (besucht am
07.09.2007).

Vilim, Petr. »O(nlogn) Filtering Algorithms for Unary Resource
Constraint«. In: Integration of Al and OR Techniques in Constraint Pro-
gramming for Combinatorial Optimization Problems. First International
Conference, CPAIOR 2004. Lecture Notes in Computer Science
3011. Berlin Heidelberg: Springer, 2004. I1SBN 978-3-540-21836-4.
DOI: 10.1007/b96957. 335-347.

Vilim, Petr. »Global Constraints in Scheduling«. Diss. Charles Uni-
versity in Prague, 2007.

Wolf, Armin. »Pruning while Sweeping over Task Intervals«. In:
Principles and Practice of Constraint Programming. gth International
Conference, CP 2003. Lecture Notes in Computer Science 2833.
Berlin Heidelberg: Springer, 2003. 1SBN 978-3-540-20202-8. DOTI: 10.
1007/b13743. 739-753.

85


http://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00022745/en/
http://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00022745/en/
http://dx.doi.org/10.1007/b100482
http://dx.doi.org/10.1007/s10601-005-2814-0
http://ktilinux.ms.mff.cuni.cz/~vilim/cpdc2002.pdf
http://ktilinux.ms.mff.cuni.cz/~vilim/cpdc2002.pdf
http://dx.doi.org/10.1007/b96957
http://dx.doi.org/10.1007/b13743
http://dx.doi.org/10.1007/b13743

Literaturverzeichnis

[Wolos]

[WSos]

[WSo6]

[YNo2]

[Zano6]

86

Wolf, Armin. »Better Propagation for Non-preemptive Single-
Resource Constraint Problems«. In: Recent Advances in Constraints.
Joint ERCIM/CoLogNet International Workshop on Constraint
Solving and Constraint Logic Programming, CSCLP2004. Lecture
Notes in Computer Science 3419. Berlin Heidelberg: Springer, 2005.
ISBN 3-540-25176-6. DOIL: 10.1007/11402763_15.

Wolf, Armin, und Hans Schlenker. »Realising the Alternative Re-
sources Constraint«. In: Applications of Declarative Programming
and Knowledge Management. 15th International Conference on
Applications of Declarative Programming and Knowledge Man-
agement, INAP 2004. Lecture Notes in Computer Science 3392.
Berlin Heidelberg: Springer, 2005. ISBN 978-3-540-25560-4. DOIL:
10.1007/11415763_12. 185-199.

Wolf, Armin, und Gunnar Schrader. »O(nlogn) Overload Check-
ing for the Cumulative Constraint and Its Application«. In: Declara-
tive Programming for Knowledge Management. 16th International Con-
ference on Applications of Declarative Programming and Knowl-
edge Management, INAP 2005. Lecture Notes in Computer Science
4369. Berlin Heidelberg: Springer, 2006. 1SBN 978-3-540-69233-1. DOI:
10.1007/11963578_8. 88-101.

Yamada, Takeshi, und Ryohei Nakano. »A Genetic Algorithm Ap-

plicable to Large-Scale Job-Shop Problems«. In: Parallel instance
solving from nature 2 (1992). 281-29o.

Zander, Raphael. »Constraint-basierte/objekt-orientierte Fahrplan-
Erzeugung fiir ein Stralenbahnnetz mit Behandlung von Zugangs-
und Ubergangszeiten«. Diplomarbeit. Universitit Potsdam, 2006.


http://dx.doi.org/10.1007/11402763_15
http://dx.doi.org/10.1007/11415763_12
http://dx.doi.org/10.1007/11963578_8

Index

Seiten, auf denen ein Begriff definiert wird, sind fett angegeben.

A
Aktivitat 20, 22, 25, 28, 41, 46, 65, 70
aktivierte ........ 36, 52, 66, 72
deaktivierte ................ 36
erweiterte ................ .. 36
optionale . 36, 41, 52, 66, 68, 72,
74, 77

AllDifferent-Constraint ....2, 16, 27

B

Before-Constraint ............ 23, 67

Bestdtigung .............. ... 6,9

bounds consistent .............. siehe

grenzenkonsistent

C

Constraint .................. 2, 4,6
-Erfiillungs-Problem ......... 9
globales ............. 16, 27, 31
-Loser ..l 14
-Optimierungs-Problem .18, 67
-Propagation siehe Propagation
Satisfaction Problem ......... 9
-system ................ 6,7, 10

constraint solver ............... siehe

Constraint-Loser

COP siehe Constraint-Optimierungs-
Problem

CSP .. .siehe Constraint Satisfaction
Problem

D
Deklaration ...................... 3
Disjunctive-Constraint ... 24, 26, 31
Domain .............. siehe Doméne
Domaéne 2, 4, 9, 10, 11, 13, 15-17, 27,
50, 55
endliche ..................... 7
E
erfullbar .................. 9, 15, 18
F
Falsum (L) ................. 4,6,9
Filtern ..... 10, 16, 20, 37, 44, 54, 59
Finite-Domain-Constraint ........ 7
firstcs ....... 2,7,8,14, 34, 35, 65
Formel ........ .. ... .. ..., 3
Funktionssymbol ................ 3
G
Giltigkeit ....................... 6
Gleichungen ..................... 3
I
inkonsistent ....9, 15, 16, 18, 28, 36
K
konsistent
global .................. ... 15
grenzen- ................ 11, 20
logisch ...................... 9

lokal .. 10, 11, 12, 14-16, 26, 34

87



Index

Konstantensymbol ............ 3,5
Korrektheit ..................... 54
L
Less-Constraint ............... 2,11
logische Signatur ........ 3, 4-7, 23
Losung ........... 1, 2,9, 14, 67, 68
optimale ................... 18
Losungssuche ............... 10, 14
N
NotEqual-Constraint ... 2, 16, 26, 27
(0)
Operationssymbol ............. 3,5
P
Pradikation ...................... 4
Product-Constraint ............... 2
Propagation ............. 12, 26, 52
R
Relationssymbol .............. 3,5
S
Signatur ....siehe logische Signatur
SingleResource-Constraint 27, 67, 72
Sortensymbol ................. 3,5
Struktur ................. 5, 6-8, 23
T
Task-Constraint ................. 22
Teil-CSP ...t 15
Term ................... 3,4,57 8
Termauswertung ................ 5
Tragermenge .................. 5,7
U
unerfullbar ...................... 9
A"
Variablenbelegung ....... 5,6,9,16
Variablenmengen, Familie von 3, 5,

6

88

Verum (T) .........ooia.t. 4,6,9
\%

WeightedSum-Constraint ......... 2
Wertebereich ........ sieche Doméne
Wohldefiniertheit ............... 53



Erklarung

Die selbstandige und eigenhdndige Anfertigung versi-
chere ich an Eides Statt.

Berlin, den 18. September 2007

89



	Titel
	Inhaltsverzeichnis
	Abbildungsverzeichnis
	Tabellenverzeichnis
	Listings
	Einleitung
	1. Constraint-Programmierung
	1.1. Syntax von Constraints
	1.2. Semantik von Constraints
	1.3. Constraint-Propagation und Lösungssuche
	1.4. Globale Constraints
	1.5. Optimierung mit Constraints

	2. Zeitplanung mit Constraints
	2.1. Aktivitäten
	2.2. Exklusive Ressourcen
	2.2.1. Überlasterkennung
	2.2.2. Not-First/Not-Last-Regel
	2.2.3. Edgefinding
	2.2.4. Erkennbare Präzedenzen
	2.2.5. Präzedenz-Graph
	2.2.6. Kombination der Algorithmen

	2.3. Spezialisierte Suchstrategien
	2.4. Optionale Aktivitäten
	2.4.1. Suche mit optionalen Aktivitäten
	2.4.2. Filtern mit optionalen Aktivitäten


	3. Edgefinding mit optionalen Aktivitäten
	3.1. Berechnung der frühesten Fertigstellungszeit
	3.1.1. Auswahl zusätzlicher Aktivitäten
	3.1.2. Früheste Fertigstellungszeit bei optionalen Aktivitäten

	3.2. Ein neuer Edgefinding-Algorithmus
	3.2.1. Wohldefiniertheit
	3.2.2. Korrektheit
	3.2.3. Komplexität
	3.2.4. Optimalität


	4. Anwendungen und Laufzeitmessungen
	4.1. Modifizierte Instanzen des Job-Shop-Problems
	4.2. Random-Placement-Problem

	5. Zusammenfassung und Ausblick
	A. Weitere Messergebnisse
	Literaturverzeichnis
	Index

